Metaforicka existence komplexnich cisel

Petr Kurka

1 Existence matematickych objektu

V otazce existence matematickych objektu se soucasnd filosofie matematiky pohy-
buje mezi dvémi krajnimi pozicemi platonismu a formalismu.

Podle platonismu jsou matematické objekty realné. Jejich existence je
objektivni fakt, zcela nezavisly na nasich znalostech o nich. Nekoneéné
mnoziny, nespocetné nekoneéné mnoziny, nekone¢né-dimensionalni vari-
ety, kiivky které vypliuji prostor - vSechny tyto exponaty matematického
700 jsou urcité objekty, nékteré znamé a nékteré nezndmé. Tyto objekty
samoziejmé nejsou fyzikalni ani materialni. Existuji mimo ¢as a prostor
fyzikélni existence. Jsou neménné - nebyly stvofeny a nikdy se nezméni
ani nezaniknou. Na kazdou otazku tykajici se matematickych objektu
existuje odpovéd, at uz jsme ji schopni nalézt nebo ne. Matematik je
empiricky védec podobné jako geolog. Nemtze cokoliv vynalézt, protoze
vSe uz zde je. Mtze pouze objevovat. - - -

Podle formalismu, na druhé strané, zadné matematické objekty nejsou.
Matematika sestava z axiomu, definic a vét - jinymi slovy, z formuli.
Existuji pravidla jak odvozovat formule z jinych formuli, ale formule o
nicem nejsou; jsou to pouhé retézce symbolu. Formalista samoziejmeé vi,
ze matematické formule se nékdy aplikuji na fyzikalni problémy. Pokud
se néjaka formule interpretuje fyzikalné, ziskava vyznam a muze byt
pravdiva nebo nepravdiva. Ale jeji pravdivost je spojena s tou kterou
fyzikaln{ interpretaci. Cisté matematickd formule nemd z&dny vyznam a
zéddnou pravdivostni hodnotu. (Davis a Hersh [6] str. 318)

Zatimco formalismus zcela pomiji otazky smyslu, motivace a interpretace mate-
matickych vysledku, platonismus se jen tézko muze vyrovnat s negativnimi vétami
matematické logiky jako je Godelova véta o netuplnosti. V kazdé dosti silné matema-
tické teorii (rozsiteni Peanovy aritmetiky) se vyskytuji nerozhodnutelnd tvrzeni, tj.
tvrzeni kterd nelze ani dokézat ani vyvratit. Teorii lze ovSem rozsitit tak, ze takové
tvrzeni nebo jeho negaci prijmeme za dalsi axiom. V nékterych ptripadech se volba
mezi témito dvémi moznostmi piirozené nabizi, naptiklad kdyz takové tvrzeni plati
v néjaké znamé silnéjsi teorii. V jinych pripadech ale pro pfijeti daného tvrzeni ¢i
jeho negace nejsme schopni nalézt zadné duvody a mohli bychom se rozhodovat zcela
nahodne.



To ukazuje Chaitin [4] na diofantickych rovnicich, tj. rovnicich v celo¢iselném
oboru vytvorené s¢itanim, odéitanim, nasobenim a umocnovanim. Chaitin sestro-
jil slozitou diofantickou rovnici P,(x) = 0 s celo¢iselnym parametrem n € N a asi
17000 proménnymi x € N0 takovou ze P,(r) = 0 m4 nekonetné mnoho feseni x
prave tehdy, kdyz €2, = 1. Zde €, je n-ty bit binarniho rozvoje pravdépodobnosti
zastaveni universalniho Turingova stroje. O tomto ¢isle Chaitin dokazuje, ze je podle
vsech kritérii zcela ndhodné. VSechny konecné bitové tetézce urcité délky se v jeho
binarnim rozvoji vyskytuji se stejnou pravdépodobnosti, neexistuje algoritmus, ktery
by hodnoty €2, pocital, zddny pocatecni tsek €,y nelze generovat programem
kratsim nez je on sam, a v kazdém axiomatickém systému lze rozhodnout nejvyse
koneény pocet tvrzeni tvaru €2, = 1. Hodnoty €2,, jsou navzdjem nezavislda matema-
ticka fakta.

Some mathematical facts are true for no reason, they are true by acci-
dent! Néktera matematicka fakta jsou pravdiva bezduvodné, jsou prav-
divad ndhodou! (Chaitin [5])

Lakoff a Nunez [7] vidi matematické pojmy a objekty jako ztélesnéné (embodied)
metafory a jejich existenci nezavislou na ¢lovéku explicitné odmitaji.

Matematika je prirozena soucast byti clovekem. Vznikd z nasich tél, z
nasich mozku a z nasi kazdodenni zkusenosti ve svété. Vsechny kultury
maji néjakou formu matematiky.

Na matematice neni nic zdhadného, mystického, magického ¢i transcen-
dentniho. Je to dulezita oblast, kterou lze védecky studovat jako druh
lidské ¢innosti. Matematika je dusledek lidské evoluéni historie, neuro-
biologie, kognitivnich schopnosti a kultury. (Lakoff a Nunez [7] str. 377)

Domnivam se vsak, ze jakkoliv tento pristup prinasi cenné nahledy na télesné
zakotveni matematickych objektu a na metafori¢nost matematickych pojmu, nemuze
plné vysvétlit podivuhodnou provazanost matematiky, vyvstavani neocekavanych
souvislosti a estetické kvality nékterych matematickych struktur. Roger Penrose
pravé v tom vidi argument pro matematicky platonismus a dokonce tika, ze nékteré
matematické objekty existuji vice nez jiné.

V matematice jsou véci, pro které je objev mnohem vhodnéjsi pojme-
novani nez vynalez. Jsou to ty piipady, kdy (matematickd) struktura
dava ze sebe mnohem vice nez je do ni vlozeno. Pak lze pfijmout po-
hled, Ze matematici narazili na "Bozi dilo”. Jsou vsak jiné piipady,
kdy matematickd struktura nemd tak presvédcujici jedinec¢nost, jako
napfiiklad, kdyz uprostied dukazu néjakého vysledku matematik zavadi
jakousi duvtipnou konstrukei aby dosdhl specificky cil. Pak obvykle struk-
tura nedava vice nez je do ni vlozeno a slovo "vynalez” je vhodnéjsi nez
"objev”. Jedna se pak o pouha lidska dila. Na skutecné matematické
objevy se divame jako na vétsi vykony ¢i aspirace nez by byly pouhé
vynalezy.



Takovato kategorizace neni zcela nepodobna tomu, jak ocenujeme umélecka
nebo inzenyrska dila. Velkd umeéleckd dila jsou vskutku ”blizsi Bohu”
nez ta bézna. Umélci maji neziidka pocit, ze ve svych nejvétsich dilech
objevuji vécné pravdy, které maji jisty druh predbézné éterické exis-
tence, zatimco jejich mensi dila jsou svym zpusobem libovolna na zptsob
lidskych konstrukei. - - -

Nemohu se ubranit pocitu, ze v matematice je duvod pro viru v jisty
druh éterické vécéné existence prinejmensim téch hlubsich matematickych
pojmu o dost silnéjsi nez v ostatnich piipadech. V takovych matema-
tickych idedch je jakasi presvédéujici (compelling) jedine¢nost a univer-
zalita, ktera se zda byt zcela jiného druhu nez jakou lze ocekavat v umeéni
¢i inzenyrstvi. (Penrose [9] str. 96)

To koresponduje s Ricceurovym nahledem, ze skuteénost vznika metaforou a ze
pojmy véetné matematickych pojmu jsou metaforické povahy.

-+ Obvykle mivame tendenci stavét proti sobé ”"vynalézat” a "nalézat”.
Ve velkych basnickych dilech v§ak neni rozdilu mezi vynalézanim a nalézanim
- tvorit (v silném slova smyslu) znamenda oboji. Je zbytecné se ptét, zda
to ¢i ono vidéni svéta existovalo pied vytvorenim dila, nebo zda zacina
existovat az s dilem samym: oboji je pravda. V jistém smyslu je tvurce
pod tlakem cehosi, co mé byt fec¢eno. Vezméme takového Cézanna: ma-
loval stokrat jednu a tu samou horu - pro¢? Kazdé to dilo bylo dokonalé.
Jenze pted nim stélo cosi, co si zddalo byt malovano. A pritom ono ” cosi”
existovalo jen tehdy, kdyz to bylo malovano. V tomto smyslu se malif,
jako kazdy tvurce, citi vazan nekoneé¢nym dluhem. Proto tedy fikame,
ze vynalézat rovnd se nalézat. Pfitom vsak to, co je nalezeno, existuje
teprve tehdy, kdyz je to vybudovano dilem. Je to velky paradox. Ale
myslim, ze ke stejnému paradoxu by nas privedla epistemologie fyziky
nebo astronomie. Newtonovsky svét existoval v jistém smyslu pred New-
tonem, avSak kulturné existuje az po Newtonovi: teprve tehdy zacali
lidé obyvat newtonovsky svét. A pritom by bylo absurdni, kdybychom
fekli, ze Newton vytvoril svét tim, ze vytvoril astronomii. V tomto pojeti
se poezie zasadné nelisi od védy. Rozsituje pouze oblast svéta za hra-
nice toho, co je méfitelné a ¢im muzeme pomoci techniky manipulovat.
Nicméné, ty aspekty svéta, které zjevuje poezie, jsou prave tak skutecné,
jako je skutecné to, co odhaluje a vynaléza véda. Proto musime mit velmi
oteviené pojeti skutecnosti. To, co mame za skutecnost, se neustale méni
podle toho, jak ji dila véeho druhu zéroven vynalézaji i objevuji. (Ricoeur:
Krize subjektu v zapadni filosofii [8] str. 122)

Mezi nejpozoruhodnéjsi matematické struktury patii struktura komplexnich ¢isel.
Je dokonald v tom smyslu, Ze z ni nic nemuze byt ubrdno ani k ni nemuze byt nic
pridano, aniz by se cela jejich stavba zhroutila. Objevuji se v ni necekané souvislosti
a prekvapivé geometrické vztahy. Tézko se lze ubranit dojmu, ze je to jedinecna



struktura, proti které nelze uvést zadnou alternativu. Historicky vyvoj ktery k ni
vedl byl sice znacné klikaty s mnoha slepymi ulickami, ale v retrospekci se zda, ze
zde cosi na objeveni ¢ekalo. Na rozdil od uméleckého dila, které neni oddélitelné od
svého tvurce, je struktura komplexnich ¢isel kolektivni dilo, které vznikalo staletym
hledanim generaci matematik.

2 Prirozena c¢isla

7Zda se ze mala pfirozena ¢isla jsou antropologickou konstantou, ze k lidstvi ne-
oddélitelné patii. To lze dolozit na vSech zkoumanych primitivnich spole¢nostech, z
archeologickych nalezu i z vyvojové psychologie. Pojem ¢isla predpoklada schopnost
abstrakce a kategorizace. Abychom mohli néco vidét jako pocet objektu, musime
byt schopni vidét jednotlivé objekty a vidét je jako objekty stejného druhu. Teprve
pak muzeme tici: dva, tTi, ¢tyTi nebo pét oblazku. To, ze pti pocitani objektu jiného
druhu pouzivame stejné ¢islovky, neni uplné samoziejmé. U nékterych primitivnich
kmenu je dolozeno (Wilder [12]), Ze se ¢islovky lisi podle toho, pocitame-li lidi, ka-
noe, dlouhé predméty nebo placaté predméty. Nahlédneme-li vSak, ze situace kdy
vidime tTi kanoe a situace kdy vidime tfi lidi ma néco spole¢ného, jsme na cesté k
pojmu tii. Tento myslenkovy vykon zahlédnuti analogie ¢i spoleénych rysu ve dvou
situacich, které puvodné vnimame jako odlisné, se pak na vyssi drovni v matematice
mnohokrat opakuje. Ptechod od poctu k éislum lze také vnimat jazykové. Dokud
fikame tii oblazky nebo tii stromy, ma slovo tti funkci adjektiva. Jednou z vlastnosti
skupiny objektu je, ze jsou tfi. K pojmu ¢isla dospéjeme, fekneme-li tii samostatné
jako substantivum. V dalsim stadiu nahlédneme ze dva, tii, ¢tyti, pét maji také cosi
spolecného a tak vznika obecnéjsi pojem c¢isla.

K ¢islim neoddélitelné patii zpusoby, kterymi s nimi zachdazime. Ke skupiné ob-
jektu muzeme dalsi objekt pridat a tak od jednoho ¢éisla prejit k ¢islu nasledujicimu.
Dvé skupiny objektu muzeme vidét jako skupinu jedinou, tedy secit jejich pocty.
Promyslime-li souvislost téchto dvou operaci, muzeme zahlédnout operaci vytvoreni
nasledujiciho ¢isla také jako sc¢itani. K tomu je vsak tieba nahlédnout jako ¢islo néco,
co jsme jako ¢islo dosud nevnimali, totiz jednotku. Zd& se ostatné, ze ani zatrazeni
dvojky mezi ¢isla neni uplné samoziejmé a ze pojem c¢isla se mohl rozsitovat od
snadno prehlédnutelnych éfsel 3,4,5 na obé strany. Cisla také muzeme srovnavat
podle velikosti a mensi ¢islo od vétstho odedist.

Psychologové tikaji, ze nékde kolem péti az sedmi je hranice, kdy pocet vnimame
aniz bychom pocitali. Metaforicky vsak vnimame jako pocty i vétsi skupiny objektu,
které umime spocitat, tj. dojit k nim postupnym piicitanim jednotky. Zde se obje-
vuje nova interpretace ¢isla jako potadi. Rozdil mezi po¢tem a poradim se projevuje i
jazykové v rozdilu mezi ¢islovkami zakladnimi a fadovymi. Operace s¢itani a odéitani
a relaci usporadani je mozno vidét nejen na fyzickych objektech ale i v predstave,
kde nejsme svazani zadnymi omezenimi. Predstavim-li si ¢islo, predstavim si i to ze
k nému mohu pri¢ist jednotku, pifipadné vytvorit jeho soucet se sebou samym. To
otevira cestu k potencialnimu nekonecnu jako k neptitomnosti meze pii s¢itani a pii
dalsich aritmetickych operacich.
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nez s¢éitani. Predpokladd, ze nahlédneme skupinu dejme tomu t¥i objektu jako objekt
jediny. Skupinu Sesti objektu pak muzeme vnimat jako skupinu dvou trojic nebo tii
dvojic. Zde jiz hraji roli geometrické predstavy obdélniku a ¢tverce, které vedou na
pojmy cisel slozenych (obdélnikovych) a ¢tvercovych. Z této geometrické predstavy
také nahlizime komutativitu nasobeni, tj. nezavislost nasobeni na potadi, v moderni
algebraické symbolice n-m = m-n. Teprve dodatecné a v analogii s jinymi operacemi
jako je pravé nasobeni, muzeme uvazovat o komutativité s¢itani. V predstaveé sc¢itani
jako geometrické ¢i prostorové operace shrnuti dvou skupin objektu do skupiny
jediné potradi vibec nemusi hrat roli. V zapisu n + m je poradi s¢itanci n a m
artefaktem, ktery je vynucen pouze timto zdpisem.
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Obrazek 1: Cisla ¢tvercova, slozena a trojihelnikova

Zatimco scitani se zda byt kanonickou operaci, misto které si jen tézko dokazeme
predstavit alternativu, u ndsobenti jiz to neni tak jednoznacné. Lze naptiklad vyjit od
trojuhelnikovych ¢isel a jako zakladni operaci vidét pocet objektu v rovnostranném
trojihelniku s danym poc¢tem objektu na jeho strandch, tj. t(n) = n(n + 1)/2.
Nésobeni n - m = t(n + m) — t(n) — t(m) pak lze zavést jako odvozenou operaci.
Ovsem bohatstvi vztahu které jsou spojeny s nasobenim, napiiklad distributivni
zékon n(m+p) = nm+np, daleko prevysuje moznosti této trojihelnikové alternativy.

3 Veliciny

Jiny druh ¢isel je spojen s kontinuem. Z kontinua lze vydélovat ¢asti, na tyto ¢asti
pohlizet jako na celky a opét z nich vydélovat ¢asti. Césti kontinua lze srovnavat
podle velikosti a lze je scitat tj. slucovat dohromady, piipadné odéitat. Jazyk prozra-
zuje, ze kontinuum vnimame odlisné od skupiny objektu. To se projevuje napiiklad
v rozdilu mezi "nékolik” a "trochu”: ”Po poli bézi nékolik zajici.” x "Dal bych si
jesté trochu ryze.”

Vydélime-li ur¢itou ¢ast kontinua jako jednotku, lze ¢asti kontinua touto jednot-
kou pomérovat. Podle druhu kontinua dostavame ruzné veli¢iny, které se lisi svym fy-
vody, vina ¢i obili, které mérime na védra ¢i dzbany. Dalsi prirozena velic¢ina je délka
nebo vzdalenost. Henri Poincaré [10] upozoriiuje, ze prostor vnimame jako prostor
jen proto, ze se v ném pohybujeme. Na nejblizsi véci dosdhneme, k vzdalenéjsim
si muzeme dojit. Samotny zrak by na vytvoreni prostorové piedstavy nestacil.
Vsimneme si také, ze v idedlni situaci je nejkratsi cesta piima. Odtud se vynofuje
pojem piimky ¢i usecky a veliciny délky. V souvislosti s télesnym poznavanim pro-
storu je vyznamné, ze mnoho jednotek délky je odvozeno z lidského téla: palce,



stopy, lokte a sdhy. V geometrii se dale setkdvame s veli¢inami plochy, objemu a
hlu. Dalsfm druhem kontinua je ¢as. Cas je pfirozené strukturovan stifdénfm dne
a noci, mésicnimi fazemi a roénimi obdobimi. Volba jednotky zde tedy neni tplneé li-
bovolng, i kdyz méme na vybér vice moznosti. Cas vsak také prozivame jako proces,
¢innost nebo pohyb a muzeme ho pomérovat podle stadia ve kterém se nachazime,
nebo podle vzdalenosti kterou jsme usli. V této paralele ¢as nahlizime jako jednodi-
menziondlni. Muzeme ho chapat cyklicky jako kruznici nebo linearné jako primku.

Pti meéreni kontinua nevysta¢ime vzdy s prirozenymi cisly. Métime-li obili na
védra, posledni védro muze byt plné tieba jen ze dvou tietin. Kromé zdkladni
jednotky tedy pocitame také s jejimi druhymi, tfetimi, ¢i ¢tvrtymi ¢astmi. Po-
jem ¢isla se tim rozsituje na zlomky, tedy ¢isla racionélni. Veli¢iny ruzného druhu
(napiiklad délka a plocha) se navzdjem nedaji porovnévat, daji se vsak porovnavat
jejich pomeéry, které jsou bezrozmérné. Na tom je zalozena Eudoxova teorie proporci
vylozena v paté knize Eukleidovych Zakladu. Rovnost a usporaddani mezi poméry
zavadi pata a sedma vymeéra.

5. Pravime, Ze jsou veli¢iny v témz poméru k sobé, prvni ke druhé, a
treti ke ¢tvrté, kdyz stejné nasobky veli¢iny prvni a tfeti nad stejné
nasobky druhé a étvrté jsou dle jakékoli ndsobnosti bud’ jeden nad
druhy zaroven vétsi bud zaroveii stejné bud zaroveii mensi jsouce
vzaty ve vzajemném poradku.

6. Veli¢iny majici tyz pomér nazyvame umérou (Umérnymi).

7. Kdyz ze stejnych nasobku nasobek veli¢iny prvni jest vétsi nez ndsobek
druhé, nasobek treti vsak neni vétsi nez nasobek ¢tvrté, tehdy pravime,
ze prvni ke druhé jest v poméru vétsim nez treti ke c¢tvrté.

V moderni symbolice to znamena:

a:b=c:d <= (Ynm)(n-a>m-b < n-c>m-d)
a:b>c:d <= (In,m)n-a>m-b & n-c<m-d)

Eudoxova teorie proporci se tradicné vyklada jako rfeSeni problému nesoumeéritelnosti
strany a uhlopticky ctverce. Jeji hlavni ptinos vSak mozna spoc¢iva v tom, ze umoznuje
odhlédnout od druhu kontinua ktery méiime a zcela se odpoutat od fyzikédlni inter-
pretace. Zatimco kazda veli¢ina ma fyzikalni rozmér, napiiklad metry, litry ¢i dny,
pomér veli¢in stejného druhu je bezrozmérny. Protoze pomér kazdych dvou velicin
stejného druhu lze prevést na pomér délek tsecek, lze teorii poméru vybudovat geo-
metricky, tak jak to déld Eukleidés. Jako poméry muzeme chapat dokonce i pfirozend
¢isla. Cislo 5 muzeme vidét jako pomeér 5 obldzki : 1 obldzek = 5:1 a odhlédnout od
objektu které pocitame. V sedmé knize Eukleidovych Zdkladu se vsak ¢islo chape
jako specidlni ptripad veliciny. Prvni dvé vymeéry této knihy tikaji:

1. Jednotka jest, dle niz kazdé véci se iikd jedna.

2. Cislo pak je mnozstvi slozené z jednotek.
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Obrazek 2: Soucin pomeéru (a : b) - (c: d)

Mnozstvi zde ovSem znamend délku usecky. S délkami tsecek totiz pracuji vSechny
dukazy sedmé knihy.

Pomeéry, které jsou bezrozmérné, lze nasobit podle vzorce (a : b) - (¢ : d) =
(ac : bd). Jsou-li a,b,c,d délky, jsou ac,bd obdélniky se stranami a,c a b,d. Tento
pomér také muzeme sestrojit pomoci podobnych trojihelniku jako pomér délek
v = 9 . d (obr. 2). V podobnych trojihelnicich totiz plati x : @ = ¢ : b. Protoze
xb:ab=1x:a=c:b=ac: ab, rovnaji se xb = ac jako plosné obsahy. Odtud jiz
x:d=xb:bd = ac: bd. Podobné lze zavést déleni a s¢itani pomeéru jako pomeér
plosnych obsahu:

(a:b)/(c:d)=(ad:bc), (a:b)+ (c:d)= (ad+ bc: bd).

4 Realna primka

Zaporna cisla se v matematice objevuji nejprve jako mezivysledky pii vypoctech
hodnot kladnych veli¢in, brzy se vsak také ruznym zpusobem interpretuji. Ve fi-
nanc¢nich transakcich je muzeme chapat jako dluhy, jind interpretace je dynamicka.
Zastavime-li se na cesté, predstavujeme si vzdalenosti do mist kam sméfujeme jako
kladné a vzddlenosti od mist které jsme jiz prosli jako zdporné. Casové kontinuum
lze strukturovat v orientaci od minulosti pfes piitomnost k budoucnosti. Pted tiemi
dny chéapeme jako zaporné ¢islo a za tii dny jako kladné cislo. Teprve v souvislosti
se zapornymi ¢isly 1ze také nulu nahlédnout jako ¢islo.

Mezi zékladni aritmetické operace patii také umocnovani. Antika znd druhou
mocninu délkovych veli¢in jako plosny obsah a tiet{ mocninu jako objem. Ctvrtd
mocnina ale zddnou geometrickou interpretaci nema. Umocnovani ptirozenych ¢isel
se objevuje az pozdéji v kombinatorice pti pocitani slov abecedy. Pocet vSech moznych
slov, tj. fetézct pismen délky k sestavenych z n-prvkové abecedy je n*. Napiiklad
pro binarni abecedu A = {0,1} je 23 = 8 slov délky 3:

A® = {000,001, 010,011, 100,101,110, 111}

n
Abstraktné lze zavést mocniny kladnych redlnych éisel a* = @-a---a. Protoze
a"tm =a"-a™ a (a™)™ = a™™, lze také definovat mociny s raciondlnim exponentem
a™™ = %/a", a s zapornym exponentem a~™ = 1/a™/™. S vyuzitim Eudoxovy
teorie proporci lze pak definovat a pro kazdé b a a > 0.



Tradi¢né se systém redlnych cisel vyklada jeko vysledek ziplnovani systému
prirozenych ¢isel v posloupnosti struktur N C Z C Q C R. Prirozend ¢isla nejde vzdy
odcitat, proto zavadime cela ¢isla Z. Cela ¢isla nelze vzdy deélit a proto zavadime
racionalni ¢isla Q. Raciondalni ¢isla nelze vzdy odmocnovat a proto zavadime al-
gebraickd cisla (jako Feseni algebraickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty). Toto
algebraické zuplnéni porad jesté nestaci, protoze nezahrnuje ¢isla jako 7 a e. Proto
se systém racionalnich ¢isel zuplnuje topologicky pomoci Dedekindovych fezu, které
mnozinoveé-teoretickym jazykem vyjadiuji Eudoxuv pojem poméru. Ptirozenéjsi je
vSak chapat realnd cisla od pocatku jako poméry velicin.
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Obrazek 3: Realna piimka

Predstava ¢asu nebo cesty jako linearniho kontinua vede na metaforu realné
piimky, ve které ¢isla chdpeme jako body na piimce. Zvolime si na ni pocatek (nu-
lovy bod), jednotku délky a orientaci. Tim je ur¢ena poloha ¢isla 1 a tim i poloha
vSech ostatnich ¢isel. Dalsi ¢isla uréujeme geometrickymi konstrukcemi. Nanasenim
jednotkové délky urcéime polohu kladnych i zapornych celych cisel. Pravitkem a
kruzitkem lze sestrojit n-ty dil jednotkové tsecky a také délky odmocnin prirozenych
¢isel. Dalsi dulezita ¢isla jako 7 a e jsou spojena s kruznici a hyperbolou. Cislo 7
predstavuje plosny obsah kruhu jednotkového poloméru, tj. pomér obsahu kruhu k
obsahu ¢tverce nad jeho polomérem. Cislo e je charakterizovéno tim, ze Gtvar ome-
zeny pravouhlou hyperbolou, jednou jeji asymptotou a kolmicemi k ni v bodech 1 a
e, mé prave jednotkovy obsah (obr. 4).
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Obrazek 4: Iraciondlni ¢isla

Aritmetické operace predstavuji transformace redlné pifmky. Operace f,(z) =
x + a pricteni ¢isla a znamenda posunuti o a doprava, pripadné posunuti o —a doleva
je-li a zaporné. Pritom slozeni téchto operaci je opét posunuti f,(fo(x)) = fars(x),
tj. fo o fo = fars. Posunuti jsou pravé ty transformace realné piimky, které za-
chovavaji vzdalenost a orientaci. Tyto operace tvori grupu, to znamena, ze slozeni
dvou posunuti je opét posunuti a inverzni operace je také posunuti. Tato grupa
transformaci urc¢uje eukleidovskou geometrii primky protoze jeji invariant je prave
vzdélenost. Nasobeni kladnym ¢islem a je operace g,(z) = ax podobnosti v poméru
a : 1, a opét se tyto operace daji skladat g,o0g, = gup a tvori grupu. Jak spolu nasobit



zépornd ¢isla neni zcela jednoznacné. Uz v antice se sice objevuje znaménkovy zakon
ve smyslu pocetniho pravidla a — (b — ¢) = a + ¢ — b, ale jesté Cardano v 16. sto-
leti argumentuje pro nasobeni zapornych ¢isle podle pravidla (—a) - (—=b) = —ab.
Proti tomu lze uvést geometricky argument. Jestlize ndsobeni g_i(a) = —a minus
jednickou prevadi kladnou poloptimku na zdpornou polopiimku jakoby reflexi, nebo
ototenim, méla by tato operace prevadét také zapornou polopiimku na kladnou.
(—a)(—1) = a. Nasobeni minus jednickou pak predstavuje otoceni redlné piimky o
180°. Také tato transformace zachovava vzdélenost, ne vsak orientaci.

5 Komplexni ¢isla

Imaginarni jednotka ¢ = y/—1 se v renesancni matematice objevila v souvislosti s
rovnici tiettho stupné 2% = 3px + 2¢. Jeji feseni objevil Scipione del Ferro pted
rokem 1526 a v roce 1545 ho zverejnil Girolamo Cardano ve tvaru

x:\?/q+\/q2—p3+\3/q—\/q2—p3.

Tento vzorec lze pouzit kdykoliv ¢> > p3. Avsak rovnice mé feseni i v pifpadé, 7Ze
tato podminka neplati. V roce 1572 si Rafael Bombelli vsimnul, Ze s odmocninami
zapornych cisel 1ze formalné pocitat podobné jako s ¢isly a platnost Cardanova
vzorce rozsitit. Na piiklad pro p = 5, ¢ = 2 m4 rovnice 2% = 15z + 4 feseni z = 4.
Pouzijeme-li pravidlo (y/—1)? = —1, dostdvame

24V 1)? = 8412y 1-6F v 1=2+11v 1,
r = 24Vl 2l=24yV 142y 1=4

Bombelli tedy uvidél imaginarni jednotku i = /—1 metaforicky jako ¢islo a zacal s
ni jako s ¢islem zachazet. Tato metafora se ukazala byt velmi plodnou. Aritmetické
operace s imaginarni jednotkou rozsifuji pojem (redlného) ¢isla na komplexni ¢isla
tvaru z = a + bi. Jeho redlna ¢ést je a = R(z) imaginarni ¢ast je b = I(z). Kom-
plexni cisla lze scitat, odcitat, nasobit, délit i odmocnovat.Vsechny tyto operace jsou
zaloZzeny na jediném vztahu i = —1.

(a+bi)+ (c+di) = (a+b)+ (c+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i
1 a— b a b

a+bi  (a+bi)(a— bi) T4 a2+

2 b2 2 b2_
Jatbi = i( V‘“FQMHgn(b).,/WQa.Z-)

Pti rozvijeni metafory imagindrni jednotky jako ¢isla se objevi dalsi prekvapivé
vztahy. Tak napriklad souc¢tové vzorce pro sinus a cosinus lze v komplexnich ¢islech




napsat jedinym jednodussim vztahem (de Moivrova formule)

sin(z +y) = sinxcosy+ coszsiny
cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny
cos(zr +y)+isin(x+y) = (cosx+isinzx)(cosy + isiny)

Vidime, ze funkce cosx + isinz se chova podobné jako exponenciala, kterd
také prevadi soucet na soucin: a*t¥ = a” - a¥. Vztah mezi exponencidlou a go-
niometrickymi funkcemi se projevi v diferencidlnim a integralnim poctu, kde vy-
niknou vyjimecné vlastnosti téchto funkci. Integral mocninné funkce je také moc-
ninna funkce s jedinou vyjimkou inverzni funkce f(z) = 1/, jejiz integral definuje
prirozeny logaritmus.

s dx
. 1 /7:1 .
/x T n# L z 7

Exponencidlni funkci pak dostaneme jako funkci inverzni k logaritmu. Podobnym
postupem lze ziskat i funkce goniometrické, pocitame-li integral funkce 1/P(z), kde
P(z) je kvadratickd funkce. Da-li se rozlozit na linedrni ¢leny, integral vyjadiime
logaritmem. V opaéném piipadé dostdvame novou funkei arctan z. Rozlozime-1li 2%+
1 = (x —1)(z + 1), nabiz se jeji vztah k logaritmu.

/ dx 1 1 r—a dx ; 2 11 T —1
= n = arctanz = —In
(x—a)(x—0b) a—b x-b J 22+1 2 x+i

Z funkce tanzx, kterd je inverzni k arctanx, pak jiz algebraicky odvodime dalsi
goniometrické funkce sinus a cosinus. Vyznacné vlastnosti maji tyto funkce vzhledem
k derivaci:

(e*) =¢€®, sin’x =cosz, cos’z = —sinz.

Dalsi podobnosti se objevi kdyz je vyjadiime mocninnymi fadami

S WP L S A
€ = T —_ — — — — J—
2 3 4 5 67!
12 .',U4 .176 .ZL'S xlo
cosy = 1l — — 4+ — — — 4+ — — — ...
! > "W e s 10
.ZUS I'E) l’7 l,9 xll
simnz = r——+—— —+—— — + -

3t 5 T 9 11!

Definujeme-li exponencidlu imaginarniho ¢isla stejnym zpusobem jako v realné
oblasti, dostavame Euleruv vztah (publikovany roku 1748)

x? ard oxt axd a8 i

e R I R T

= cosx +1sinx.

Je pozoruhodné, ze vSechny tyto vysledky byly ziskdny forméalné algebraicky
bez vyuziti geometrického nédhledu kterym je dnes komplexni rovina. Tu objevil
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Obréazek 5: Wallisova reprezentace komplexnich ¢isel

az Argand roku 1806. Nesamoziejmost tohoto nahledu vidime na Wallisové re-
prezentaci komplexnich ¢isel z roku 1673. Wallis vychéazi z geometrické konstrukce
feseni kvadratické rovnice 22 + 2bx + ¢ = 0. Pokud je b? > ¢?, existuji dve feseni
x = —b+ vb? — ? a lze je sestrojit kruzitkem a pravitkem jako pruseciky kruznice
se stfedem v bodé (—b,c) a polomérem b s redlnou pifmkou (obr. 5 vlevo). Je-li
b < 2, kruznice se stfedem (—b,¢) a polomérem b osu x neprotne. Wallis na tuto
kruznici umfistuje feseni x = —b4iv/c2 — b2 do vzdélenosti v/c2 — b2 od bodu (—b, 0)
(obr. 5 vpravo). Wallisova reprezentace se neujala, protoze nemé dobré geometrické
vlastnosti. Napiiklad ¢isla ¢ a —¢ maji stejné umisténi.

1

1+ N

(T+i)/ 3 SN |2

arg z

—1 1 §R(z)

Obrazek 6: Komplexni rovina

6 Komplexni rovina

Umisténi komplexnich ¢isel v roviné Ize oduvodnit geometrickou interpretaci operace
nasobeni. Pro kladné a > 0 pfedstavuje transformace g,(x) = ax podobnost realné
piimky s koeficientem a. Pritom skladani téchto podobnosti odpovida nésobeni
prislusnych koeficientu g, o g» = gap. Interpretujeme-li transformaci nasobeni jako
pohyb, realnd primka pfi ném neopousti své misto. Naproti tomu transformace
g-1(z) = —z odpovida otoceni redlné pifmky o 180° a tento pohyb se muze uskutecnit
jediné v néjakém prostoru vyssi dimenze, napiiklad v roviné. Ma-li pro transformaci
g; nasobeni imaginarni jednotkou platit g; o g; = g_1, méla by predstavovat otoceni
0 90°. Cislo i je tedy tieba umistit na kolmici k redlné piimce ve vzdélenosti 1

11



od nuly. Tim soucasné dostavame umisténi vSech imaginarnich cisel na kolmici k
realné pifmce. Podobné nasobeni odmocninou z 4, tj. vi = £(1 +4)/+/2 by mélo
piedstavovat otoceni o 45°, takze ¢isla (1 +14)/v/2 a vechny jejich redlné nésobky
je tieba umistit na primku, kterd svird s redlnou i imaginarni osou tihel 45°. Takto
postupné vyplnime celou rovinu komplexnimi ¢isly a nahlédneme vyznam polérni
reprezentace komplexnich éisel. Cislo tvaru r(cosp + isinp) je tfeba umistit na
piimku kterd svird s redlnou piimkou thel ¢ do vzdélenosti r od nuly (obr. 6).
V tomto kontextu se jevi vyznam pojmu absolutni hodnoty |z| > 0 a argumentu
arg z € [0, 27) komplexniho ¢isla z = a + bi, které jsou definovany vztahy

a b
zl =va?+ b2, cosargz = ———, sinargz = ——
4 TVt r S

Pti nasobeni komplexnich ¢isel se nasobi absolutni hodnoty a s¢itaji argumenty.

z-w =|z| - |w| - (cos(arg z + arg w) + isin(arg z + argw))

Obrézek 7: Linedrni zobrazeni f(z) = (1+ 4)z + 1

Na redlné primce predstavuje pric¢itani f,(z) = = + a posunuti o a (doleva nebo
doprava podle toho zda a je zdporné ¢i kladné). Je pozoruhodné, ze tento geome-
tricky vyznam si sc¢itdni zachovava i v komplexni roviné. Pricitani redlného cisla
predstavuje posun komplexni roviny doprava ¢i doleva, pri¢itani imaginarniho ¢isla
predstavuje posun nahoru ¢i dolu. Obecné linedrni transformace tvaru f(z) = az+0,
kde a, b jsou komplexni ¢isla predstavuje podobnost kterd zachovava orientaci. Je to
slozeni zvétseni v poméru |a| : 1, otoceni o thel arga a posunu o b (obr. 7). Naopak
kazda podobnost, kterd zachovava orientaci, ma tento tvar. Podobnost ktera neza-
chovava orientaci je napiiklad ptirazeni ¢isla komplexné sdruzeného a + bi = a — b1,
které predstavuje preklopeni komplexni roviny podle realné osy. Linearni transfor-
mace tvaru f,,(z) = az+b, kde |a| = 1, tvofi grupu pravé téch transfromaci roviny,
které zachovavaji vzdalenost a orientaci. Kazda tato transformace je bud posun o
b v piipadé ze a = 1, nebo otoceni kolem bodu b/(1 — a) o thel arga v piipadé ze
a # 1. Tato grupa tedy vytvari eukleidovskou geometrii roviny.

Geometricky vyznam maji i mnohocleny a dalsi komplexni funkce. Napiiklad
kvadratickou funkci f(z) = 22 lze v poldrnim tvaru zapsat

2* = |z)*(cos(2 arg z) + isin(2arg 2)).

12



Obrazek 8: Kvadratickd funkce f(z) = 22

Absolutni hodnota se tedy umocnuje na druhou a argument se nasobi dvémi.
Kvadraticka funkce prevadi ptimky na paraboly, pripadné na degenerované paraboly,
tj. polopiimky (obr. 8 nahofe). Obraz vodorovné ptimky s rovnici y = b je parabola
s rovnicf y? = 4b*(b? + x), jejiz ohnisko je v pocétku a jejiz osou je redlnd pifmka.
Svisla pifmka s rovnici = a se pievadi na parabolu y* = 4a?(a? —z). Tato parabola
ma také ohnisko v nule a jeji osou je redlna primka, je vSak oteviena doleva, zatimco
obrazy vodorovnych pifmek jsou otevieny doprava. Tyto dva systémy parabol jsou
pritom navzajem kolmé. Uzaviena kiivka ktera obéhne kolem pocatku se prevadi
na kiivku, kterd obéhne dvakrat kolem pocatku (obr. 8 dole). Prochdzi-li kiivka
nulovym bodem, jeji obraz se v tomto bodé otaci o 180°. To souvisi s tim, ze nulovy
bod je jediny, ve kterém ma funkce nulovou derivaci f'(z) = 2z.

Inverzni funkce f(z) = 1/z prevadi piimky na kruznice nebo piimky a kruznice
prevadi také na kruznice nebo piimky. Svislé primky a + yi vedené ralnym ¢éislem
a se prevadi na kruznice se stfedem v bodé 1/2a a polomérem 1/2|a|. Vodorovné
piimky prochézejici bodem ai se zobrazuji na kruznice se stfedem v bodé —i/2a
a polomérem 1/2|a|. Viechny tyto kruznice prochézeji (nebo spise se asymptoticky
blizi) k nulovému bodu (obr. 9). Kazdd polorovina $(z) > a > 0 se pfevadi na
otevieny kruh se stfedem 1/2a a polomérem také 1/2a.

Raciondlni funkce jsou podily mnohoclenu. Zajimavé vlastnosti ma zobrazeni
f(z) = (2% +1)/2z na obr. 10. Pievaddi jednotkovou kruznici na redlnou tsecku
[—2,2]. Plati totiz

f(cosp +isinp) = cos g + isin ¢ + cos p — isin p = 2 cos p.

Kruznice se sttedem v nule se prevadi na elipsy s ohnisky —2, 2, zatimco ptimky
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Obrazek 9: Inverzni funkce f(z) =1/z

[T
ARG
[R5
T3

Obrézek 10: Raciondlni funkce f(z) =z + 1

prochézejici pocatkem se prevadi na hyperboly s ohnisky —2, 2. Doplnék uzavieného
jednotkového kruhu se prevadi na doplnék jednotkové tsecky [—2, 2] vzajemné jed-
nozna¢né. Pritom se opét zachovavaji uhly kiivek, protoze vSude kromé bodu —1
a 1 ma funkce nenulovou derivaci. Také vnitiek jednotkového kruhu se prevadi na
doplnék intervalu [—2, 2].

Exponenciélni funkce e**¥" = e*(cosy + isiny) pievadi vodorovné pifmky na
radidlni piimky, které se pro x — —oo asymptoticky blizi k nulovému bodu. Svislé
primky se prevadi na kruznice se stfedem v nulovém bodé (obr. 11 nahote). Ostatni
piimky se zobrazuji na geometrické spirdly (obr. 11 dole). Exponencidlni funkce
je periodickd s periodou 2mi. Plat{ totiz e*T2™ = e* . ¢?™ = ¢*. Ze vzorci e =
cosx + isinz, e = cosx — isinx lze vypocitat sinus a cosinus a tuto definici
roz§itit na celou komplexni oblast

271

eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz = ———, slhz = ———
2 ’ 2

Alternativni postup, ktery dava stejny vysledek, je definice funkci sinus a cosinus

stejnou mocninnou fadou jako v redlné oblasti. Funkce sinus zobrazuje vodorovné
piimky na elipsy s ohnisky —1, 1 a svislé ptimky na hyperboly se stejnymi ohnisky

14



Obrazek 11: Exponencidlni funkce f(z) = e*

(obr. 12). Redlnou piimku ov§em funkce sinus zobrazuje na degenerovanou elipsu,
tj. tsecku [—1,1]. I v komplexni roviné jsou funkce sinus a cosinus periodické s
periodou 27 a jsou navzdjem posunuté: sin(z + 2m) = sinz = cos(z — 7). Fukece
tan z = sinz/ cos z (obr. 13) prevadi svislé piimky na kruznice které spojuji body
—1 a . Vodorovné piimky se zobrazuji také na kruznice.

7 Holomorfni funkce

Jesté vyraznéji je dokonalost struktury komplexnich ¢isel vidét v diferencidlnim
poctu. Komplexni funkce f ma v bodé ¢ € C derivaci f'(c), jestlize ji v okoli tohoto
bodu lze aproximovat linedarni funkei s koeficientem f’(c¢). To znamend, zZe ji lze v
okoli tohoto bodu psét ve tvaru

fle+2)=flo)+z- f(c)+ 2 f(2),

kde f je n&jakd funkce jejiz limita v ¢ je nula. Je-li f'(¢) # 0, znamen4 to, ze v okoli
bodu ¢ se funkce f chové jako slozeni posunu o f(c), podobnosti s koeficientem
|f'(c)] a otoceni o thel arg f'(¢). Z toho plyne ze komplexni funkce s nenulovou
derivaci zachovavaji uhly. Protinaji-li se néjaké kiivky v bodé ¢ pod uhlem o a
je-li f'(c) # 0, protinaji se obrazy kiivek v bodé f(c) pod stejnym thlem «. Je-li
f'(¢c) =0 a f"(c) # 0, protinaji se tyto obrazy pod uhlem 2a. Tento geometricky

15



Obrazek 12: Funkce f(z) =sinz

Obrazek 13: Funkce f(z) = tanz

vyznam derivace ma dalsi dusledky. M&-li komplexni funkce v okoli néjakého bodu
derivaci, ma uz v tomto bodu derivace vsech radu a lze ji tam rozvinout v mocninnou
radu tvaru

f"(c) 224 f"(c) B FU(e) A

2 3! 4

fle+2) = fle)+ fl(e)z +

Komplexni funkce které maji derivaci se nazyvaji holomorfni. Celistvost jejich tvaru
znamena, ze jsou uréeny svymi hodnotami v libovolné malém okoli libovolného bodu
svého definiéniho oboru. Komplexni analyza tak ma mnohem vétsi estetickou kvalitu
nez analyza realna. Nic podobného totiz neplati v realné oblasti. Naptiklad funkce
f(x) = |23|/6 ma na celé redlné piimce derivaci f'(z) = z - |z|/2, druhou derivaci
f"(x) = |z|, tato funkce vsak jiz nemd derivaci v nule. Jsou také znamy redlné
funkce které maji derivace vsech fadu ale presto je nelze rozvinout do mocninné
fady. Takovou vlastnost mé napiiklad funkce

0 pro <0
Y pro x>0

() = {
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Obrézek 14: Redlnd diferencovatelnd funkce f(x) = |z?|/6

. a P

Obréazek 15: Zakladni véta algebry

8 Zakladni véta algebry

Dalsi prekvapiva vlastnost struktury komplexnich ¢isel je, pridéani feseni jedné kva-
dratické rovnice 22 + 1 = 0 si jiz vynuti, Ze kazd4 algebraickd rovnice tvaru

Pz)=2"+c2" '+ dcp1z+¢,=0

ma v komplexni oblasti feSeni. Diikaz objevil d’Alembert roku 1746 a je zalozen na
geometrickych vlastnostech komplexnich funkci. Pokud v néjakém bodé ¢ € C je
P(c) # 0, pak v blizkosti tohoto bodu existuje bod z + ¢, ve kterém je absolutni
hodnota P ostie mensi, tj. |P(c+ z)| < |P(c)|. Funkci P totiz muzeme psat ve tvaru

P(c+z2) = P(c)+ P'(c) - 2+ P(z) - 22

kde P je mnohoclen. Probiha-li bod z po kruznici s polomérem r kolem bodu c,
probihd bod P(c)+ P'(¢)z po kruznici s polomérem 7 - | P'(c)| kolem bodu f(c). Je-li
polomeér r dosti maly, pricteni ¢lenu ]5(2)22 tuto kruznici deformuje na ktivku, kteréd
také obiha kolem bodu P(c) a na této kiivce se najde bod s mensi absolutni hodnotou
nez P(c). To plati i v piipadé ze P'(c) = 0. Je-li ¢ nejmensi prirozené ¢islo pro které
je ¢-t& derivace v ¢ nenulova, probéhne bod P(c) + P@(c)z9/q! kolem bodu P(c)
g-krat. Sestrojujeme-li posloupnost bodu ¢, s klesajici absolutni hodnotou |P(c,)]|,
limitné se blizime ke kotenu rovnice P(c) = 0. K tomu je jiz jen tieba ukazat, Ze pii
tomto postupu zustavame neustale uvnitt néjaké omezené oblasti, protoze absolutni
hodnoty polynomu |P(z)| pfi rostoucim |z| rostou do nekoneéna.

9 Komplexni sféra

Raciondlni lomené funkce nejsou definovany v ¢éislech, kde je jejich jmenovatel nu-
lovy. Proto se ke komplexni roviné pridava jesté nekonecné ¢islo oo a jednocetné
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Obrazek 16: Stereograficka projekce

aritmetické operace se na oo rozsituji.
a
atoo=o00, broo=00, —=0, aeC, becC)\{0}
00

Vyslednd struktura € = C U {oo} se nazyvd komplexni sféra, protoze jeji prvky
lze vzajemné jednoznacné pritadit povrchu koule. V tifrozmérném eukleidovském
prostoru s pravouhlou soustavou souradnic (x,y, z) ztotoznime komplexni rovinu
C s vodorovnou rovinou z = 0 a jednotkovou sféru S s rovnici 2% + y? + 2% = 1.
Stereografickd projekce P : C — S promitd ze severniho pélu se souradnicemi (0, 0, 1)
body roviny C na body sféry S. Projekce je dana vzorcem

Ple.y) — 21 2y 2 +y?—1
S I N L SR R R |
P_l(x,y,z) = <x y>7 27&1

1—2"1—2

z Y z (0 z Y
Z N 7
/| T x T
N /7/
f(z) =iz f(z) =2z fz)=z+1

Obrazek 17: Mobiovy transfromace

Pti projekci P se komplexni rovina zobrazuje na celou sféru s vyjimkou severniho
pélu (0,0, 1) a pravée tento bod ztotoznime s pfidanym éfslem oo. Cislo 0 je na jiznim
polu sféry. Na rovniku sféry jsou ¢isla 1,4, —1, —i a cela jednotkova kruznice. Kom-
plexni funkce pak nahlizime jako transformace komplexni sféry. Dulezitou vlastnosti
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stereografické projekce, pro kterou se casto pouziva v kartografii, je ze zachovava
uhly kiivek. Proto také transformace komplexni sféry které odpovidaji holomorfnim
funkcim s nenulovou derivaci jsou konformni zobrazeni, tj. zachovavaji uhly. Po-
kud je to mozné, rozsifujeme definiéni obor takto ziskanych transformaci i na oo
piipadné na body kde puvodni funkce nebyla definovana, ale tak aby vysledna trans-
formace byla spojita. To lze udélat u vSech racionédlnich lomenych funkci. Na druhé
strané exponencialni ani goniometrické funkce nelze spojité rozsitit na oo, protoze
v blizkosti co tyto funkce nabyvaji véech komplexnich hodnot. Rikéme, Ze zde maji
neodstranitelnou singularitu. Specidlni vyznam maji pro komplexni sféru Mdbiovy
transformace tvaru

az+b

—— kd
cz+d’ ¢

Ma,b,c,d(z) =

a b
. d‘—ad—bc%O.

Transformace je uréena matici typu 2 x 2 s nenulovym determinantem. Pro ad —
be = 0 se ve vzorci Citatel a jmenovatel vykrati a funkce je konstantni. Pro ad—bc # 0
je Mobiova transformace vzdjemné jednoznacéné zobrazeni komplexni sféry na sebe
a plati
Mapea(—d/c) =00, Mapca(o0) =a/c.

Mébiovy transformace zahrnuji vsechny linedrni funkce tvaru M(z) = az + b (pro
¢=0,d=1) ainverzni funkce M(z) = 1/(cz+d) (pro a = 0, b = 1). Rikdme, Ze bod
z je pevny bod Mdébiovy transformace M, pokud plati M(z) = z. To je kvadratickd
rovnice, kterd méa dvé Feseni, nebo jedno dvoundsobné. Transformace M(z) = iz
predstavuje otoceni komplexni sféry kolem osy prochazejici severnim a jiznim pélem.
Jeji pevné body jsou 0 a oco. Stejné pevné body ma transformace M(z) = 2z,
ktera kazdou rovnobézku zobrazuje na severnéji lezici rovnobézku. Transformace
M(z) = z + 1 mé jediny pevny bod oo (obr. 17).

Mébiova transformace M,y .4 zachovava thly kiivek i v bodech —d/c a oo, a
kazdou kruznici pfevadi na kruznici. Pro kazdé w € C md rovnice M,p.4(2) = w
jediné TeSeni, takze transformace je vzajemné jednoznac¢na. Transformace k ni in-
verzni je také Mobiova transformace a slozeni dvou Mobiovych transformaci je
opét Mobiova transformace. Pritom skladani odpovida nasobeni jejich prislusnych
matic. Mobiovy transformace tedy tvori grupu. Tak jako grupa linearnich zobra-
zeni komplexni roviny s nenulovym koeficientem vytvaii geometrii podobnosti, tak
grupa Mobiovych transformaci vytvari konformni geometrii komplexni sféry, tj. téch
vzajemné jednoznacnych transfromaci, které zachovavaji uhly krivek.

Také kazdou raciondlni lomenou funkei tvaru R(z) = P(2)/Q(z), kde P, @ jsou
mnohocleny, 1ze rozsitit na celou komplexni sféru, tak ze ma vsude derivaci. Naopak
kazda funkce, ktera je holomorfni na celé komplexni sféfe, je racionalni lomena.
Stupen raciondlni lomené funkce je maximum stupné jejiho citatele a jmenovatele.
Je-li R(z) raciondlni funkce stupné p, pak kazdd rovnice R(z) = ¢, kde ¢ € C,
ma prave p feseni, pokud se ovSem pocitaji se svou nasobnosti. Vidime, ze pojem
racionalni lomené funkce a jejiho stupné jsou pojmy geometrické: lze je vymezit jen
na zakladé konformni geometrie komplexni sféry.
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Obrazek 18: Beltramiho model hyperbolické roviny

Obrazek 19: Mobiova transformace jednotkového kruhu

10 Hyperbolicka geometrie

Jista podgrupa Mobiovych transformaci vytvari neeukleidovskou hyperbolickou geo-
metrii. V hyperbolické geometrii plati vSechny axiomy eukleidovské geometrie kromé
patého axiomu o rovnobézkach. Specidlné kazdé dva ruzné body urcuji jedinou
piimku, kterd jimi prochazi a dvé ruzné primky se protinaji nejvyse v jednom bodé.
Danym bodem P, ktery nelezi na dané piimce ¢ lze vsak k této primce vést ne-
koneéné mnoho rovnobézek, tj. primek, které primku ¢ neprotinaji. Soucet uhla
v trojihelniku je vidy ostfe mensi nez 180°. Cim je trojihelnik vétsi, tim mensf
je soucet jeho tuhlu. Bezespornost hyperbolické geometrie se vykazuje modely se-
strojenymi uvnitt eukleidovské geometrie. Za body hyperbolické roviny se povazuji
nékteré body eukleidovské roviny, za piimky hyperbolické roviny se povazuji nékteré
kiivky eukleidovské roviny.

V Beltramiho modelu jsou body hyperbolické roviny reprezentovany vnitinimi
body jednotkového kruhu komplexni roviny. P¥imky hyperbolické roviny jsou repre-
zentovany ¢astmi kruznic uvniti jednotkového kruhu, které s obvodem jednotkové
kruznice sviraji pravy uhel. Také kazdy prumér jednotkové kruznice reprezentuje
piimku hyperbolické roviny. Na obr. 18 vlevo vidime dvé rizné rovnobézky s primkou
q, které prochézeji bodem P. Na obr. 18 vpravo vidime trojihelnik s velmi malym
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souc¢tem uhlua. Beltramiho model zachovava uhly mezi piimkami. To znamena, ze
thel dvou ptimek hyperbolické geometrie je stejny jako eukleidovsky thel tecen
kruznic, které je reprezentuji. Model ovSsem nezachovava vzdélenosti. Hyperbolickd
metrika v eukleidovskych soutradnicich x,y je dana vzorcem

VT

ol —a?— g2

Zde (dx,dy) je infinitesimalni vektor a ds je jeho délka. Tento vzorec umoznuje
pocitat délku kazdé kiivky uvnitf jednotkové kruznice a vymezuje ptimky hyperbo-
lické geometrie jako spojnice nejkratsi délky. Zkresleni hyperbolické metriky oproti
eukleidovské metrice je malé v okoli stfedu kruhu a nejvétsi v blizkosti okrajové
kruznice, kde malym eukleidovskym délkam odpovidaji velké délky hyperbolické
geometrie. Skédla hyperbolické geometrie je zndzornéna na obr. 18 vlevo.

Obrazek 20: Dlazdéni hyperbolické roviny trojuhelniky

Shodné transformace hyperbolické geometrie, tj. transformace které zachovavaji
vzdalenosti a orientaci hyperbolické roviny, jsou pro Beltramiho model specidlni
Mobiovy transformace tvaru

az+b

MM(Z) - bz+a’

kde [b] < |al.

Tyto transformace totiz zachovavaji jednotkovou kruznici, primky hyperbolické ge-
ometrie prevadi opét na piimky a také zachovavaji hyperbolickou metriku (obr.
19).

Hyperbolickou geometrii lze zahlédnout na dlazdénich, tj. rozkladech hyperbo-
lické roviny na pravidelné mnohothelniky. V eukleidovské roviné existuji pouze
tii ruznd dlazdéni pravidelnymi mnohothelniky, totiz rovnostrannymi trojihelniky,
¢tverci a pravidelnymi Sestithelniky. Protoze v hyperbolické roviné je soucet uhlu
trojihelnika mensi nez 180°, existuji dlazdéni rovnostrannymi trojuhelniky, kde se
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Obrazek 21: Dlazdéni hyperbolické roviny ¢tverci

v kazdém vrcholu styka k > 7 trojihelnikii (obr. 20). Cfm vétsi je k, tim vétst je
také strana trojihelnika. Podobné pro kazdé k& > 5 existuje dlazdéni hyperbolické
roviny ¢tverci, kde se v kazdém vrcholu styka k ctvercu (obr. 21). Existuji dokonce
dlazdéni nekonecné velkymi pravidelnymi mnohothelniky, které maji nulovy thel a
v kazdém vrcholu dldzdeéni se jich styka nekoneéné mnoho (obr. 22). Na dlazdénich
hyperbolické roviny jsou zalozeny nékteré Escherovy grafiky.

Podivuhodné vlastnosti struktury komplexnich ¢isel tim zdaleka nekonci. Mezi
dalsi velka témata komplexni analyzy patii teorie vicezna¢nych komplexnich ana-
lytickych funkci, jako je logaritmus nebo obecnd mocnina nebo teorie konformnich
zobrazeni. Plati zde pozoruhodna Riemannova véta, ze kazdou jednoduse souvis-
lou oblast komplexni roviny (s vyjimkou celé roviny samotné) lze vzajemné jed-
noznacné konformné zobrazit na otevieny jednotkovy kruh. Ve dvacatém stoleti
vznikla komplexni analyticka dynamika, kterd odkryla pozoruhodné fraktalni tvary
atraktoru holomorfnich zobrazeni znamych jako Juliovy mnoziny a jejich paramet-
rického prostoru, ve kterém vyvstava Mandelbrotova mnozina. Nejprekvapivéjsi je
vSak Siroké uplatnéni komplexnich ¢isel ve fyzice. Kvantova mechanika se odehrava
v komplexnich Hilbertovych prostorech, které ve srovnani s realnymi Hilbertovymi
prostory maji mnohem zajimavéjsi strukturu. Bez komplexnich ¢isel by kvantova
mechanika nebyla viitbec myslitelna.

Ve struktufe komplexnich ¢isel se $tastné sesly metafory formdlné-algebraické,
geometrické i dynamické. Na struktuie komplexnich ¢isel a na pribéhu jejich vzniku
je vidét, jak jsou matematické pojmy tvoreny metaforou, podobné jako pojmy fi-
losofické. Pied Platonem slovo idea znamenalo plan, at uZ mysleny nebo nakres-
leny, podle kterého truhlar dela zidli (Arendtova [1]). Filosoficky pojem ideje k této
predstave saha, ale prekracuje ji. Po mnoha staletich filosofického mysleni ma pojem
ideje podstatné odlisny vyznam nez plan zidle. Matematické pojmy a objekty také
vznikaji jako metafory, a existuji do té miry, do jaké jsou navzajem provazanymi me-
taforami podlozeny. Tento matematicky svét, stvofeny a osvétleny metaforou, lze do
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Obrazek 22: Dlazdéni hyperbolické roviny nekonecnymi trojihelniky a ctverci

jisté miry prekracovat a rozsitovat rozumem a logikou. Zde vsak jiz tapeme v polo-
svitu, dokud se neobjevi nova osvétlujici metafora. Timto neustalym tvorenim skrze
metaforu matematicky svét vznika. Stale je vSak za obzorem tohoto osvétleného
svéta pritomné apeiron - bezmezné a beztvaré. Tam jiz nepomdha ani nédhled ani
logika.

Metaforicka existence matematickych objektu ale neni existence podradného
druhu:

Ricceur ukazuje, ze nejen basnické obrazy, nybrz i vSechny védecké mo-
dely a teorie, af se tvaif jakkoliv objektivné a definitivné, jsou vlastné
velkymi metaforami - zpusoby mluvy pomoci predstav a pojmu vzatych
z jiné, znamé zkuSenosti (srv. "planetarni model atomu” ¢i ”oblak elek-
tronu”); vSimnéme si ostatné metaforicnosti i tak odbornych termint
jako "hladina cukru v krvi”, "kolisani cen” atp. To ovSem neznamen4,
ze by tyto védecké popisy svéta nebyly pravdivé, ze by to byly "pouhé
metafory”: vzdyt jde o faktické poznatky par excellence. Jejich metafo-
ricka povaha naopak ukazuje, ze sama pravda spoc¢iva v metafore, ze byti
samo je metaforické. (Neubauer [8] str. 158).
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