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1 Existence matematických objekt̊u

V otázce existence matematických objekt̊u se současná filosofie matematiky pohy-
buje mezi dvěmi krajńımi pozicemi platonismu a formalismu.

Podle platonismu jsou matematické objekty reálné. Jejich existence je
objektivńı fakt, zcela nezávislý na našich znalostech o nich. Nekonečné
množiny, nespočetně nekonečné množiny, nekonečně-dimensionálńı vari-
ety, křivky které vyplňuj́ı prostor - všechny tyto exponáty matematického
zoo jsou určité objekty, některé známé a některé neznámé. Tyto objekty
samozřejmě nejsou fyzikálńı ani materiálńı. Existuj́ı mimo čas a prostor
fyzikálńı existence. Jsou neměnné - nebyly stvořeny a nikdy se nezměńı
ani nezaniknou. Na každou otázku týkaj́ıćı se matematických objekt̊u
existuje odpověd’, at’ už jsme ji schopni nalézt nebo ne. Matematik je
empirický vědec podobně jako geolog. Nemůže cokoliv vynalézt, protože
vše už zde je. Může pouze objevovat. · · ·
Podle formalismu, na druhé straně, žádné matematické objekty nejsou.
Matematika sestává z axiomů, definic a vět - jinými slovy, z formuĺı.
Existuj́ı pravidla jak odvozovat formule z jiných formuĺı, ale formule o
ničem nejsou; jsou to pouhé řetězce symbol̊u. Formalista samozřejmě v́ı,
že matematické formule se někdy aplikuj́ı na fyzikálńı problémy. Pokud
se nějaká formule interpretuje fyzikálně, źıskává význam a může být
pravdivá nebo nepravdivá. Ale jej́ı pravdivost je spojena s tou kterou
fyzikálńı interpretaćı. Čistě matematická formule nemá žádný význam a
žádnou pravdivostńı hodnotu. (Davis a Hersh [6] str. 318)

Zat́ımco formalismus zcela pomı́j́ı otázky smyslu, motivace a interpretace mate-
matických výsledk̊u, platonismus se jen těžko může vyrovnat s negativńımi větami
matematické logiky jako je Gödelova věta o neúplnosti. V každé dosti silné matema-
tické teorii (rozš́ı̌reńı Peanovy aritmetiky) se vyskytuj́ı nerozhodnutelná tvrzeńı, tj.
tvrzeńı která nelze ani dokázat ani vyvrátit. Teorii lze ovšem rozš́ı̌rit tak, že takové
tvrzeńı nebo jeho negaci přijmeme za daľśı axiom. V některých př́ıpadech se volba
mezi těmito dvěmi možnostmi přirozeně nab́ıźı, např́ıklad když takové tvrzeńı plat́ı
v nějaké známé silněǰśı teorii. V jiných př́ıpadech ale pro přijet́ı daného tvrzeńı či
jeho negace nejsme schopni nalézt žádné d̊uvody a mohli bychom se rozhodovat zcela
náhodně.
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To ukazuje Chaitin [4] na diofantických rovnićıch, tj. rovnićıch v celoč́ıselném
oboru vytvořené sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım a umocňováńım. Chaitin sestro-
jil složitou diofantickou rovnici Pn(x) = 0 s celoč́ıselným parametrem n ∈ N a asi
17000 proměnnými x ∈ N17000, takovou že Pn(x) = 0 má nekonečně mnoho řešeńı x
právě tehdy, když Ωn = 1. Zde Ωn je n-tý bit binárńıho rozvoje pravděpodobnosti
zastaveńı universálńıho Turingova stroje. O tomto č́ısle Chaitin dokazuje, že je podle
všech kritéríı zcela náhodné. Všechny konečné bitové řetězce určité délky se v jeho
binárńım rozvoji vyskytuj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı, neexistuje algoritmus, který
by hodnoty Ωn poč́ıtal, žádný počátečńı úsek Ω[0,n) nelze generovat programem
kratš́ım než je on sám, a v každém axiomatickém systému lze rozhodnout nejvýše
konečný počet tvrzeńı tvaru Ωn = 1. Hodnoty Ωn jsou navzájem nezávislá matema-
tická fakta.

Some mathematical facts are true for no reason, they are true by acci-
dent! Některá matematická fakta jsou pravdivá bezd̊uvodně, jsou prav-
divá náhodou! (Chaitin [5])

Lakoff a Núñez [7] vid́ı matematické pojmy a objekty jako ztělesněné (embodied)
metafory a jejich existenci nezávislou na člověku explicitně odmı́taj́ı.

Matematika je přirozená součást byt́ı člověkem. Vzniká z našich těl, z
našich mozk̊u a z naš́ı každodenńı zkušenosti ve světě. Všechny kultury
maj́ı nějakou formu matematiky.

Na matematice neńı nic záhadného, mystického, magického či transcen-
dentńıho. Je to d̊uležitá oblast, kterou lze vědecky studovat jako druh
lidské činnosti. Matematika je d̊usledek lidské evolučńı historie, neuro-
biologie, kognitivńıch schopnost́ı a kultury. (Lakoff a Núñez [7] str. 377)

Domńıvám se však, že jakkoliv tento př́ıstup přináš́ı cenné náhledy na tělesné
zakotveńı matematických objekt̊u a na metaforičnost matematických pojmů, nemůže
plně vysvětlit podivuhodnou provázanost matematiky, vyvstáváńı neočekávaných
souvislost́ı a estetické kvality některých matematických struktur. Roger Penrose
právě v tom vid́ı argument pro matematický platonismus a dokonce ř́ıká, že některé
matematické objekty existuj́ı v́ıce než jiné.

V matematice jsou věci, pro které je objev mnohem vhodněǰśı pojme-
nováńı než vynález. Jsou to ty př́ıpady, kdy (matematická) struktura
dává ze sebe mnohem v́ıce než je do ńı vloženo. Pak lze přijmout po-
hled, že matematici narazili na ”Bož́ı d́ılo”. Jsou však jiné př́ıpady,
kdy matematická struktura nemá tak přesvědčuj́ıćı jedinečnost, jako
např́ıklad, když uprostřed d̊ukazu nějakého výsledku matematik zavád́ı
jakousi d̊uvtipnou konstrukci aby dosáhl specifický ćıl. Pak obvykle struk-
tura nedává v́ıce než je do ńı vloženo a slovo ”vynález” je vhodněǰśı než
”objev”. Jedná se pak o pouhá lidská d́ıla. Na skutečné matematické
objevy se d́ıváme jako na větš́ı výkony či aspirace než by byly pouhé
vynálezy.
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Takováto kategorizace neńı zcela nepodobná tomu, jak oceňujeme umělecká
nebo inženýrská d́ıla. Velká umělecká d́ıla jsou vskutku ”bližš́ı Bohu”
než ta běžná. Umělci maj́ı nezř́ıdka pocit, že ve svých největš́ıch d́ılech
objevuj́ı věčné pravdy, které maj́ı jistý druh předběžné éterické exis-
tence, zat́ımco jejich menš́ı d́ıla jsou svým zp̊usobem libovolná na zp̊usob
lidských konstrukćı. · · ·
Nemohu se ubránit pocitu, že v matematice je d̊uvod pro v́ıru v jistý
druh éterické věčné existence přinejmenš́ım těch hlubš́ıch matematických
pojmů o dost silněǰśı než v ostatńıch př́ıpadech. V takových matema-
tických ideách je jakási přesvědčuj́ıćı (compelling) jedinečnost a univer-
zalita, která se zdá být zcela jiného druhu než jakou lze očekávat v uměńı
či inženýrstv́ı. (Penrose [9] str. 96)

To koresponduje s Ricœurovým náhledem, že skutečnost vzniká metaforou a že
pojmy včetně matematických pojmů jsou metaforické povahy.

· · · Obvykle mı́váme tendenci stavět proti sobě ”vynalézat” a ”nalézat”.
Ve velkých básnických d́ılech však neńı rozd́ılu mezi vynalézáńım a nalézáńım
- tvořit (v silném slova smyslu) znamená oboj́ı. Je zbytečné se ptát, zda
to či ono viděńı světa existovalo před vytvořeńım d́ıla, nebo zda zač́ıná
existovat až s d́ılem samým: oboj́ı je pravda. V jistém smyslu je tv̊urce
pod tlakem čehosi, co má být řečeno. Vezměme takového Cézanna: ma-
loval stokrát jednu a tu samou horu - proč? Každé to d́ılo bylo dokonalé.
Jenže před ńım stálo cosi, co si žádalo být malováno. A přitom ono ”cosi”
existovalo jen tehdy, když to bylo malováno. V tomto smyslu se maĺı̌r,
jako každý tv̊urce, ćıt́ı vázán nekonečným dluhem. Proto tedy ř́ıkáme,
že vynalézat rovná se nalézat. Přitom však to, co je nalezeno, existuje
teprve tehdy, když je to vybudováno d́ılem. Je to velký paradox. Ale
mysĺım, že ke stejnému paradoxu by nás přivedla epistemologie fyziky
nebo astronomie. Newtonovský svět existoval v jistém smyslu před New-
tonem, avšak kulturně existuje až po Newtonovi: teprve tehdy začali
lidé obývat newtonovský svět. A přitom by bylo absurdńı, kdybychom
řekli, že Newton vytvořil svět t́ım, že vytvořil astronomii. V tomto pojet́ı
se poezie zásadně nelǐśı od vědy. Rozšǐruje pouze oblast světa za hra-
nice toho, co je měřitelné a č́ım můžeme pomoćı techniky manipulovat.
Nicméně, ty aspekty světa, které zjevuje poezie, jsou právě tak skutečné,
jako je skutečné to, co odhaluje a vynalézá věda. Proto muśıme mı́t velmi
otevřené pojet́ı skutečnosti. To, co máme za skutečnost, se neustále měńı
podle toho, jak ji d́ıla všeho druhu zároveň vynalézaj́ı i objevuj́ı. (Ricœur:
Krize subjektu v západńı filosofii [8] str. 122)

Mezi nejpozoruhodněǰśı matematické struktury patř́ı struktura komplexńıch č́ısel.
Je dokonalá v tom smyslu, že z ńı nic nemůže být ubráno ani k ńı nemůže být nic
přidáno, aniž by se celá jejich stavba zhroutila. Objevuj́ı se v ńı nečekané souvislosti
a překvapivé geometrické vztahy. Těžko se lze ubránit dojmu, že je to jedinečná
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struktura, proti které nelze uvést žádnou alternativu. Historický vývoj který k ńı
vedl byl sice značně klikatý s mnoha slepými uličkami, ale v retrospekci se zdá, že
zde cosi na objeveńı čekalo. Na rozd́ıl od uměleckého d́ıla, které neńı oddělitelné od
svého tv̊urce, je struktura komplexńıch č́ısel kolektivńı d́ılo, které vznikalo staletým
hledáńım generaćı matematik̊u.

2 Přirozená č́ısla

Zdá se že malá přirozená č́ısla jsou antropologickou konstantou, že k lidstv́ı ne-
oddělitelně patř́ı. To lze doložit na všech zkoumaných primitivńıch společnostech, z
archeologických nález̊u i z vývojové psychologie. Pojem č́ısla předpokládá schopnost
abstrakce a kategorizace. Abychom mohli něco vidět jako počet objekt̊u, muśıme
být schopni vidět jednotlivé objekty a vidět je jako objekty stejného druhu. Teprve
pak můžeme ř́ıci: dva, tři, čtyři nebo pět oblázk̊u. To, že při poč́ıtáńı objekt̊u jiného
druhu použ́ıváme stejné č́ıslovky, neńı úplně samozřejmé. U některých primitivńıch
kmen̊u je doloženo (Wilder [12]), že se č́ıslovky lǐśı podle toho, poč́ıtáme-li lidi, ka-
noe, dlouhé předměty nebo placaté předměty. Nahlédneme-li však, že situace kdy
vid́ıme tři kanoe a situace kdy vid́ıme tři lidi má něco společného, jsme na cestě k
pojmu tř́ı. Tento myšlenkový výkon zahlédnut́ı analogie či společných rys̊u ve dvou
situaćıch, které p̊uvodně vńımáme jako odlǐsné, se pak na vyšš́ı úrovni v matematice
mnohokrát opakuje. Přechod od počtu k č́ısl̊um lze také vńımat jazykově. Dokud
ř́ıkáme tři oblázky nebo tři stromy, má slovo tři funkci adjektiva. Jednou z vlastnost́ı
skupiny objekt̊u je, že jsou tři. K pojmu č́ısla dospějeme, řekneme-li tři samostatně
jako substantivum. V daľśım stadiu nahlédneme že dva, tři, čtyři, pět maj́ı také cosi
společného a tak vzniká obecněǰśı pojem č́ısla.

K č́ısl̊um neoddělitelně patř́ı zp̊usoby, kterými s nimi zacháźıme. Ke skupině ob-
jekt̊u můžeme daľśı objekt přidat a tak od jednoho č́ısla přej́ıt k č́ıslu následuj́ıćımu.
Dvě skupiny objekt̊u můžeme vidět jako skupinu jedinou, tedy seč́ıt jejich počty.
Promýšĺıme-li souvislost těchto dvou operaćı, můžeme zahlédnout operaci vytvořeńı
následuj́ıćıho č́ısla také jako sč́ıtáńı. K tomu je však třeba nahlédnout jako č́ıslo něco,
co jsme jako č́ıslo dosud nevńımali, totiž jednotku. Zdá se ostatně, že ani zařazeńı
dvojky mezi č́ısla neńı úplně samozřejmé a že pojem č́ısla se mohl rozšǐrovat od
snadno přehlédnutelných č́ısel 3,4,5 na obě strany. Č́ısla také můžeme srovnávat
podle velikosti a menš́ı č́ıslo od větš́ıho odeč́ıst.

Psychologové ř́ıkaj́ı, že někde kolem pěti až sedmi je hranice, kdy počet vńımáme
aniž bychom poč́ıtali. Metaforicky však vńımáme jako počty i větš́ı skupiny objekt̊u,
které umı́me spoč́ıtat, tj. doj́ıt k nim postupným přič́ıtáńım jednotky. Zde se obje-
vuje nová interpretace č́ısla jako pořad́ı. Rozd́ıl mezi počtem a pořad́ım se projevuje i
jazykově v rozd́ılu mezi č́ıslovkami základńımi a řadovými. Operace sč́ıtáńı a odč́ıtáńı
a relaci uspořádáńı je možno vidět nejen na fyzických objektech ale i v představě,
kde nejsme svázáni žádnými omezeńımi. Představ́ım-li si č́ıslo, představ́ım si i to že
k němu mohu přič́ıst jednotku, př́ıpadně vytvořit jeho součet se sebou samým. To
otev́ırá cestu k potenciálńımu nekonečnu jako k nepř́ıtomnosti meze při sč́ıtáńı a při
daľśıch aritmetických operaćıch.
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K přirozeným č́ısl̊um patř́ı také násobeńı. To je jistě pojmově složitěǰśı operace
než sč́ıtáńı. Předpokládá, že nahlédneme skupinu dejme tomu tř́ı objekt̊u jako objekt
jediný. Skupinu šesti objekt̊u pak můžeme vńımat jako skupinu dvou trojic nebo tř́ı
dvojic. Zde již hraj́ı roli geometrické představy obdélńıku a čtverce, které vedou na
pojmy č́ısel složených (obdélńıkových) a čtvercových. Z této geometrické představy
také nahĺıž́ıme komutativitu násobeńı, tj. nezávislost násobeńı na pořad́ı, v moderńı
algebraické symbolice n·m = m·n. Teprve dodatečně a v analogii s jinými operacemi
jako je právě násobeńı, můžeme uvažovat o komutativitě sč́ıtáńı. V představě sč́ıtáńı
jako geometrické či prostorové operace shrnut́ı dvou skupin objekt̊u do skupiny
jediné pořad́ı v̊ubec nemuśı hrát roli. V zápisu n + m je pořad́ı sč́ıtanc̊u n a m
artefaktem, který je vynucen pouze t́ımto zápisem.

4 6 6 9 3 6 10

Obrázek 1: Č́ısla čtvercová, složená a trojúhelńıková

Zat́ımco sč́ıtáńı se zdá být kanonickou operaćı, mı́sto které si jen těžko dokážeme
představit alternativu, u násobeńı již to neńı tak jednoznačné. Lze např́ıklad vyj́ıt od
trojúhelńıkových č́ısel a jako základńı operaci vidět počet objekt̊u v rovnostranném
trojúhelńıku s daným počtem objekt̊u na jeho stranách, tj. t(n) = n(n + 1)/2.
Násobeńı n · m = t(n + m) − t(n) − t(m) pak lze zavést jako odvozenou operaci.
Ovšem bohatstv́ı vztah̊u které jsou spojeny s násobeńım, např́ıklad distributivńı
zákon n(m+p) = nm+np, daleko převyšuje možnosti této trojúhelńıkové alternativy.

3 Veličiny

Jiný druh č́ısel je spojen s kontinuem. Z kontinua lze vydělovat části, na tyto části
pohĺıžet jako na celky a opět z nich vydělovat části. Části kontinua lze srovnávat
podle velikosti a lze je sč́ıtat tj. slučovat dohromady, př́ıpadně odč́ıtat. Jazyk prozra-
zuje, že kontinuum vńımáme odlǐsně od skupiny objekt̊u. To se projevuje např́ıklad
v rozd́ılu mezi ”několik” a ”trochu”: ”Po poli běž́ı několik zaj́ıc̊u.” x ”Dal bych si
ještě trochu rýže.”

Vyděĺıme-li určitou část kontinua jako jednotku, lze části kontinua touto jednot-
kou poměřovat. Podle druhu kontinua dostáváme r̊uzné veličiny, které se lǐśı svým fy-
zikálńım rozměrem. Asi nejbližš́ı lidské zkušenosti jsou objemové veličiny: množstv́ı
vody, v́ına či obiĺı, které měř́ıme na vědra či džbány. Daľśı přirozená veličina je délka
nebo vzdálenost. Henri Poincaré [10] upozorňuje, že prostor vńımáme jako prostor
jen proto, že se v něm pohybujeme. Na nejbližš́ı věci dosáhneme, k vzdáleněǰśım
si můžeme doj́ıt. Samotný zrak by na vytvořeńı prostorové představy nestačil.
Všimneme si také, že v ideálńı situaci je nejkratš́ı cesta př́ımá. Odtud se vynořuje
pojem př́ımky či úsečky a veličiny délky. V souvislosti s tělesným poznáváńım pro-
storu je významné, že mnoho jednotek délky je odvozeno z lidského těla: palce,
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stopy, lokte a sáhy. V geometrii se dále setkáváme s veličinami plochy, objemu a
úhlu. Daľśım druhem kontinua je čas. Čas je přirozeně strukturován stř́ıdáńım dne
a noci, měśıčńımi fázemi a ročńımi obdob́ımi. Volba jednotky zde tedy neńı úplně li-
bovolná, i když máme na výběr v́ıce možnost́ı. Čas však také prož́ıváme jako proces,
činnost nebo pohyb a můžeme ho poměřovat podle stadia ve kterém se nacháźıme,
nebo podle vzdálenosti kterou jsme ušli. V této paralele čas nahĺıž́ıme jako jednodi-
menzionálńı. Můžeme ho chápat cyklicky jako kružnici nebo lineárně jako př́ımku.

Při měřeńı kontinua nevystač́ıme vždy s přirozenými č́ısly. Měř́ıme-li obiĺı na
vědra, posledńı vědro může být plné třeba jen ze dvou třetin. Kromě základńı
jednotky tedy poč́ıtáme také s jej́ımi druhými, třet́ımi, či čtvrtými částmi. Po-
jem č́ısla se t́ım rozšǐruje na zlomky, tedy č́ısla racionálńı. Veličiny r̊uzného druhu
(např́ıklad délka a plocha) se navzájem nedaj́ı porovnávat, daj́ı se však porovnávat
jejich poměry, které jsou bezrozměrné. Na tom je založena Eudoxova teorie proporćı
vyložená v páté knize Eukleidových Základ̊u. Rovnost a uspořádáńı mezi poměry
zavád́ı pátá a sedmá výměra.

5. Prav́ıme, že jsou veličiny v témž poměru k sobě, prvńı ke druhé, a
třet́ı ke čtvrté, když stejné násobky veličiny prvńı a třet́ı nad stejné
násobky druhé a čtvrté jsou dle jakékoli násobnosti bud’ jeden nad
druhý zároveň větš́ı bud’ zároveň stejné bud’ zároveň menš́ı jsouce
vzaty ve vzájemném pořádku.

6. Veličiny maj́ıćı týž poměr nazýváme úměrou (úměrnými).

7. Když ze stejných násobk̊u násobek veličiny prvńı jest větš́ı než násobek
druhé, násobek třet́ı však neńı větš́ı než násobek čtvrté, tehdy prav́ıme,
že prvńı ke druhé jest v poměru větš́ım než třet́ı ke čtvrté.

V moderńı symbolice to znamená:

a : b = c : d ⇐⇒ (∀n,m)(n · a > m · b ⇐⇒ n · c > m · d)

a : b > c : d ⇐⇒ (∃n,m)(n · a > m · b & n · c ≤ m · d)

Eudoxova teorie proporćı se tradičně vykládá jako řešeńı problému nesouměřitelnosti
strany a úhlopř́ıčky čtverce. Jej́ı hlavńı př́ınos však možná spoč́ıvá v tom, že umožňuje
odhlédnout od druhu kontinua který měř́ıme a zcela se odpoutat od fyzikálńı inter-
pretace. Zat́ımco každá veličina má fyzikálńı rozměr, např́ıklad metry, litry či dny,
poměr veličin stejného druhu je bezrozměrný. Protože poměr každých dvou veličin
stejného druhu lze převést na poměr délek úseček, lze teorii poměr̊u vybudovat geo-
metricky, tak jak to dělá Eukleidés. Jako poměry můžeme chápat dokonce i přirozená
č́ısla. Č́ıslo 5 můžeme vidět jako poměr 5 oblázk̊u : 1 oblázek = 5:1 a odhlédnout od
objekt̊u které poč́ıtáme. V sedmé knize Eukleidových Základ̊u se však č́ıslo chápe
jako speciálńı př́ıpad veličiny. Prvńı dvě výměry této knihy ř́ıkaj́ı:

1. Jednotka jest, dle ńıž každé věci se ř́ıká jedna.

2. Č́ıslo pak je množstv́ı složené z jednotek.

6



a

b

c

d

b c

a x= ac
b

: d =

a

ac :

b

bd

c
d

Obrázek 2: Součin poměr̊u (a : b) · (c : d)

Množstv́ı zde ovšem znamená délku úsečky. S délkami úseček totiž pracuj́ı všechny
d̊ukazy sedmé knihy.

Poměry, které jsou bezrozměrné, lze násobit podle vzorce (a : b) · (c : d) =
(ac : bd). Jsou-li a, b, c, d délky, jsou ac, bd obdélńıky se stranami a, c a b, d. Tento
poměr také můžeme sestrojit pomoćı podobných trojúhelńık̊u jako poměr délek
x = ac

b
: d (obr. 2). V podobných trojúhelńıćıch totiž plat́ı x : a = c : b. Protože

xb : ab = x : a = c : b = ac : ab, rovnaj́ı se xb = ac jako plošné obsahy. Odtud již
x : d = xb : bd = ac : bd. Podobně lze zavést děleńı a sč́ıtáńı poměr̊u jako poměr
plošných obsah̊u:

(a : b)/(c : d) = (ad : bc), (a : b) + (c : d) = (ad + bc : bd).

4 Reálná př́ımka

Záporná č́ısla se v matematice objevuj́ı nejprve jako mezivýsledky při výpočtech
hodnot kladných veličin, brzy se však také r̊uzným zp̊usobem interpretuj́ı. Ve fi-
nančńıch transakćıch je můžeme chápat jako dluhy, jiná interpretace je dynamická.
Zastav́ıme-li se na cestě, představujeme si vzdálenosti do mı́st kam směřujeme jako
kladné a vzdálenosti od mı́st které jsme již prošli jako záporné. Časové kontinuum
lze strukturovat v orientaci od minulosti přes př́ıtomnost k budoucnosti. Před třemi
dny chápeme jako záporné č́ıslo a za tři dny jako kladné č́ıslo. Teprve v souvislosti
se zápornými č́ısly lze také nulu nahlédnout jako č́ıslo.

Mezi základńı aritmetické operace patř́ı také umocňováńı. Antika zná druhou
mocninu délkových veličin jako plošný obsah a třet́ı mocninu jako objem. Čtvrtá
mocnina ale žádnou geometrickou interpretaci nemá. Umocňováńı přirozených č́ısel
se objevuje až později v kombinatorice při poč́ıtáńı slov abecedy. Počet všech možných
slov, tj. řetězc̊u ṕısmen délky k sestavených z n-prvkové abecedy je nk. Např́ıklad
pro binárńı abecedu A = {0, 1} je 23 = 8 slov délky 3:

A3 = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}

Abstraktně lze zavést mocniny kladných reálných č́ısel an =
n

︷ ︸︸ ︷
a · a · · · a. Protože

an+m = an ·am a (an)m = an·m, lze také definovat mociny s racionálńım exponentem
an/m = m

√
an, a s záporným exponentem a−n/m = 1/an/m. S využit́ım Eudoxovy

teorie proporćı lze pak definovat ab pro každé b a a > 0.
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Tradičně se systém reálných č́ısel vykládá jeko výsledek zúplňováńı systému
přirozených č́ısel v posloupnosti struktur N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R. Přirozená č́ısla nejde vždy
odč́ıtat, proto zavád́ıme celá č́ısla Z. Celá č́ısla nelze vždy dělit a proto zavád́ıme
racionálńı č́ısla Q. Racionálńı č́ısla nelze vždy odmocňovat a proto zavád́ıme al-
gebraická č́ısla (jako řešeńı algebraických rovnic s celoč́ıselnými koeficienty). Toto
algebraické zúplněńı pořád ještě nestač́ı, protože nezahrnuje č́ısla jako π a e. Proto
se systém racionálńıch č́ısel zúplňuje topologicky pomoćı Dedekindových řez̊u, které
množinově-teoretickým jazykem vyjadřuj́ı Eudox̊uv pojem poměru. Přirozeněǰśı je
však chápat reálná č́ısla od počátku jako poměry veličin.

−3 −2 −1 −1
2

0 1
3

2
3

1
√

2 2 e 3 π

Obrázek 3: Reálná př́ımka

Představa času nebo cesty jako lineárńıho kontinua vede na metaforu reálné
př́ımky, ve které č́ısla chápeme jako body na př́ımce. Zvoĺıme si na ńı počátek (nu-
lový bod), jednotku délky a orientaci. T́ım je určena poloha č́ısla 1 a t́ım i poloha
všech ostatńıch č́ısel. Daľśı č́ısla určujeme geometrickými konstrukcemi. Nanášeńım
jednotkové délky urč́ıme polohu kladných i záporných celých č́ısel. Prav́ıtkem a
kruž́ıtkem lze sestrojit n-tý d́ıl jednotkové úsečky a také délky odmocnin přirozených
č́ısel. Daľśı d̊uležitá č́ısla jako π a e jsou spojena s kružnićı a hyperbolou. Č́ıslo π
představuje plošný obsah kruhu jednotkového poloměru, tj. poměr obsahu kruhu k
obsahu čtverce nad jeho poloměrem. Č́ıslo e je charakterizováno t́ım, že útvar ome-
zený pravoúhlou hyperbolou, jednou jej́ı asymptotou a kolmicemi k ńı v bodech 1 a
e, má právě jednotkový obsah (obr. 4).

1

√
2

1 π

0 1

1

e

1

Obrázek 4: Iracionálńı č́ısla

Aritmetické operace představuj́ı transformace reálné př́ımky. Operace fa(x) =
x+a přičteńı č́ısla a znamená posunut́ı o a doprava, př́ıpadně posunut́ı o −a doleva
je-li a záporné. Přitom složeńı těchto operaćı je opět posunut́ı fa(fb(x)) = fa+b(x),
tj. fa ◦ fb = fa+b. Posunut́ı jsou právě ty transformace reálné př́ımky, které za-
chovávaj́ı vzdálenost a orientaci. Tyto operace tvoř́ı grupu, to znamená, že složeńı
dvou posunut́ı je opět posunut́ı a inverzńı operace je také posunut́ı. Tato grupa
transformaćı určuje eukleidovskou geometrii př́ımky protože jej́ı invariant je právě
vzdálenost. Násobeńı kladným č́ıslem a je operace ga(x) = ax podobnosti v poměru
a : 1, a opět se tyto operace daj́ı skládat ga◦gb = gab a tvoř́ı grupu. Jak spolu násobit
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záporná č́ısla neńı zcela jednoznačné. Už v antice se sice objevuje znaménkový zákon
ve smyslu početńıho pravidla a − (b − c) = a + c − b, ale ještě Cardano v 16. sto-
let́ı argumentuje pro násobeńı záporných č́ısle podle pravidla (−a) · (−b) = −ab.
Proti tomu lze uvést geometrický argument. Jestliže násobeńı g−1(a) = −a minus
jedničkou převád́ı kladnou polopř́ımku na zápornou polopř́ımku jakoby reflex́ı, nebo
otočeńım, měla by tato operace převádět také zápornou polopř́ımku na kladnou.
(−a)(−1) = a. Násobeńı minus jedničkou pak představuje otočeńı reálné př́ımky o
180◦. Také tato transformace zachovává vzdálenost, ne však orientaci.

5 Komplexńı č́ısla

Imaginárńı jednotka i =
√
−1 se v renesančńı matematice objevila v souvislosti s

rovnićı třet́ıho stupně x3 = 3px + 2q. Jej́ı řešeńı objevil Scipione del Ferro před
rokem 1526 a v roce 1545 ho zveřejnil Girolamo Cardano ve tvaru

x =
3

√

q +
√

q2 − p3 +
3

√

q −
√

q2 − p3.

Tento vzorec lze použ́ıt kdykoliv q2 ≥ p3. Avšak rovnice má řešeńı i v př́ıpadě, že
tato podmı́nka neplat́ı. V roce 1572 si Rafael Bombelli všimnul, že s odmocninami
záporných č́ısel lze formálně poč́ıtat podobně jako s č́ısly a platnost Cardanova
vzorce rozš́ı̌rit. Na př́ıklad pro p = 5, q = 2 má rovnice x3 = 15x + 4 řešeńı x = 4.
Použijeme-li pravidlo (

√
−1)2 = −1, dostáváme

(2 ±
√
−1)3 = 8 ± 12

√
−1 − 6 ∓

√
−1 = 2 ± 11

√
−1,

x =
3

√

2 +
√
−121 +

3

√

2 −
√
−121 = 2 +

√
−1 + 2 −

√
−1 = 4.

Bombelli tedy uviděl imaginárńı jednotku i =
√
−1 metaforicky jako č́ıslo a začal s

ńı jako s č́ıslem zacházet. Tato metafora se ukázala být velmi plodnou. Aritmetické
operace s imaginárńı jednotkou rozšǐruj́ı pojem (reálného) č́ısla na komplexńı č́ısla
tvaru z = a + bi. Jeho reálná část je a = ℜ(z) imaginárńı část je b = ℑ(z). Kom-
plexńı č́ısla lze sč́ıtat, odč́ıtat, násobit, dělit i odmocňovat.Všechny tyto operace jsou
založeny na jediném vztahu i2 = −1.

(a + bi) + (c + di) = (a + b) + (c + d)i

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i

1

a + bi
=

a − bi

(a + bi)(a − bi)
=

a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

√
a + bi = ±





√√
a2 + b2 + a

2
+ sgn(b) ·

√√
a2 + b2 − a

2
· i




Při rozv́ıjeńı metafory imaginárńı jednotky jako č́ısla se objev́ı daľśı překvapivé
vztahy. Tak např́ıklad součtové vzorce pro sinus a cosinus lze v komplexńıch č́ıslech
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napsat jediným jednodušš́ım vztahem (de Moivrova formule)

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y

cos(x + y) + i sin(x + y) = (cos x + i sin x)(cos y + i sin y)

Vid́ıme, že funkce cos x + i sin x se chová podobně jako exponenciála, která
také převád́ı součet na součin: ax+y = ax · ay. Vztah mezi exponenciálou a go-
niometrickými funkcemi se projev́ı v diferenciálńım a integrálńım počtu, kde vy-
niknou vyj́ımečné vlastnosti těchto funkćı. Integrál mocninné funkce je také moc-
ninná funkce s jedinou vyj́ımkou inverzńı funkce f(x) = 1/x, jej́ıž integrál definuje
přirozený logaritmus.

∫

xn dx =
xn+1

n + 1
, n 6= −1,

∫ dx

x
= ln x.

Exponenciálńı funkci pak dostaneme jako funkci inverzńı k logaritmu. Podobným
postupem lze źıskat i funkce goniometrické, poč́ıtáme-li integrál funkce 1/P (x), kde
P (x) je kvadratická funkce. Dá-li se rozložit na lineárńı členy, integrál vyjádř́ıme
logaritmem. V opačném př́ıpadě dostáváme novou funkci arctan x. Rozlož́ıme-li x2+
1 = (x − i)(x + i), nab́ıźı se jej́ı vztah k logaritmu.

∫ dx

(x − a)(x − b)
=

1

a − b
ln

x − a

x − b
,
∫ dx

x2 + 1
= arctan x

?
=

1

2i
ln

x − i

x + i

Z funkce tan x, která je inverzńı k arctanx, pak již algebraicky odvod́ıme daľśı
goniometrické funkce sinus a cosinus. Význačné vlastnosti maj́ı tyto funkce vzhledem
k derivaci:

(ex)′ = ex, sin′ x = cos x, cos′ x = − sin x.

Daľśı podobnosti se objev́ı když je vyjádř́ıme mocninnými řadami

ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+

x6

6!
+

x7

7!
+ · · ·

cos x = 1 − x2

2
+

x4

4!
− x6

6!
+

x8

8!
− x10

10!
+ · · ·

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− x11

11!
+ · · ·

Definujeme-li exponenciálu imaginárńıho č́ısla stejným zp̊usobem jako v reálné
oblasti, dostáváme Euler̊uv vztah (publikovaný roku 1748)

eix = 1 + ix − x2

2
− ix3

3!
+

x4

4!
+

ix5

5!
− x6

6!
− ix7

7!
+ · · ·

= cos x + i sin x.

Je pozoruhodné, že všechny tyto výsledky byly źıskány formálně algebraicky
bez využit́ı geometrického náhledu kterým je dnes komplexńı rovina. Tu objevil
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−b

c b

(−b, c)

√
b2 − c2

−b

c
b

(−b, c)

√
c2 − b2

Obrázek 5: Wallisova reprezentace komplexńıch č́ısel

až Argand roku 1806. Nesamozřejmost tohoto náhledu vid́ıme na Wallisově re-
prezentaci komplexńıch č́ısel z roku 1673. Wallis vycháźı z geometrické konstrukce
řešeńı kvadratické rovnice x2 + 2bx + c2 = 0. Pokud je b2 > c2, existuj́ı dvě řešeńı
x = −b ±

√
b2 − c2 a lze je sestrojit kruž́ıtkem a prav́ıtkem jako pr̊useč́ıky kružnice

se středem v bodě (−b, c) a poloměrem b s reálnou př́ımkou (obr. 5 vlevo). Je-li
b2 < c2, kružnice se středem (−b, c) a poloměrem b osu x neprotne. Wallis na tuto
kružnici umı́st’uje řešeńı x = −b±i

√
c2 − b2 do vzdálenosti

√
c2 − b2 od bodu (−b, 0)

(obr. 5 vpravo). Wallisova reprezentace se neujala, protože nemá dobré geometrické
vlastnosti. Např́ıklad č́ısla i a −i maj́ı stejné umı́stěńı.

i
1+i

(1+i)/
√

2

−1 1

−i

arg z

|z| z

ℜ(z)

ℑ(z)

Obrázek 6: Komplexńı rovina

6 Komplexńı rovina

Umı́stěńı komplexńıch č́ısel v rovině lze od̊uvodnit geometrickou interpretaćı operace
násobeńı. Pro kladné a > 0 představuje transformace ga(x) = ax podobnost reálné
př́ımky s koeficientem a. Přitom skládáńı těchto podobnost́ı odpov́ıdá násobeńı
př́ıslušných koeficient̊u ga ◦ gb = gab. Interpretujeme-li transformaci násobeńı jako
pohyb, reálná př́ımka při něm neopoušt́ı své mı́sto. Naproti tomu transformace
g−1(x) = −x odpov́ıdá otočeńı reálné př́ımky o 180◦ a tento pohyb se může uskutečnit
jedině v nějakém prostoru vyšš́ı dimenze, např́ıklad v rovině. Má-li pro transformaci
gi násobeńı imaginárńı jednotkou platit gi ◦ gi = g−1, měla by představovat otočeńı
o 90◦. Č́ıslo i je tedy třeba umı́stit na kolmici k reálné př́ımce ve vzdálenosti 1
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od nuly. T́ım současně dostáváme umı́stěńı všech imaginárńıch č́ısel na kolmici k
reálné př́ımce. Podobně násobeńı odmocninou z i, tj.

√
i = ±(1 + i)/

√
2 by mělo

představovat otočeńı o 45◦, takže č́ısla ±(1 + i)/
√

2 a všechny jejich reálné násobky
je třeba umı́stit na př́ımku, která sv́ırá s reálnou i imaginárńı osou úhel 45◦. Takto
postupně vyplńıme celou rovinu komplexńımi č́ısly a nahlédneme význam polárńı
reprezentace komplexńıch č́ısel. Č́ıslo tvaru r(cos ϕ + i sin ϕ) je třeba umı́stit na
př́ımku která sv́ırá s reálnou př́ımkou úhel ϕ do vzdálenosti r od nuly (obr. 6).
V tomto kontextu se jev́ı význam pojmu absolutńı hodnoty |z| ≥ 0 a argumentu
arg z ∈ [0, 2π) komplexńıho č́ısla z = a + bi, které jsou definovány vztahy

|z| =
√

a2 + b2, cos arg z =
a√

a2 + b2
, sin arg z =

b√
a2 + b2

Při násobeńı komplexńıch č́ısel se násob́ı absolutńı hodnoty a sč́ıtaj́ı argumenty.

z · w = |z| · |w| · (cos(arg z + arg w) + i sin(arg z + arg w))

1

1 1

=⇒

Obrázek 7: Lineárńı zobrazeńı f(z) = (1 + i
2
)z + 1

2

Na reálné př́ımce představuje přič́ıtáńı fa(x) = x + a posunut́ı o a (doleva nebo
doprava podle toho zda a je záporné či kladné). Je pozoruhodné, že tento geome-
trický význam si sč́ıtáńı zachovává i v komplexńı rovině. Přič́ıtáńı reálného č́ısla
představuje posun komplexńı roviny doprava či doleva, přič́ıtáńı imaginárńıho č́ısla
představuje posun nahoru či dolu. Obecně lineárńı transformace tvaru f(z) = az+b,
kde a, b jsou komplexńı č́ısla představuje podobnost která zachovává orientaci. Je to
složeńı zvětšeńı v poměru |a| : 1, otočeńı o úhel arg a a posunu o b (obr. 7). Naopak
každá podobnost, která zachovává orientaci, má tento tvar. Podobnost která neza-
chovává orientaci je např́ıklad přǐrazeńı č́ısla komplexně sdruženého a + bi = a− bi,
které představuje překlopeńı komplexńı roviny podle reálné osy. Lineárńı transfor-
mace tvaru fa,b(z) = az + b, kde |a| = 1, tvoř́ı grupu právě těch transfromaćı roviny,
které zachovávaj́ı vzdálenost a orientaci. Každá tato transformace je bud’ posun o
b v př́ıpadě že a = 1, nebo otočeńı kolem bodu b/(1 − a) o úhel arg a v př́ıpadě že
a 6= 1. Tato grupa tedy vytvář́ı eukleidovskou geometrii roviny.

Geometrický význam maj́ı i mnohočleny a daľśı komplexńı funkce. Např́ıklad
kvadratickou funkci f(z) = z2 lze v polárńım tvaru zapsat

z2 = |z|2(cos(2 arg z) + i sin(2 arg z)).
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Obrázek 8: Kvadratická funkce f(z) = z2

Absolutńı hodnota se tedy umocňuje na druhou a argument se násob́ı dvěmi.
Kvadratická funkce převád́ı př́ımky na paraboly, př́ıpadně na degenerované paraboly,
tj. polopř́ımky (obr. 8 nahoře). Obraz vodorovné přimky s rovnićı y = b je parabola
s rovnićı y2 = 4b2(b2 + x), jej́ıž ohnisko je v počátku a jej́ıž osou je reálná př́ımka.
Svislá př́ımka s rovnićı x = a se převád́ı na parabolu y2 = 4a2(a2−x). Tato parabola
má také ohnisko v nule a jej́ı osou je reálná př́ımka, je však otevřená doleva, zat́ımco
obrazy vodorovných př́ımek jsou otevřeny doprava. Tyto dva systémy parabol jsou
přitom navzájem kolmé. Uzavřená křivka která oběhne kolem počátku se převád́ı
na křivku, která oběhne dvakrát kolem počátku (obr. 8 dole). Procháźı-li křivka
nulovým bodem, jej́ı obraz se v tomto bodě otáč́ı o 180◦. To souviśı s t́ım, že nulový
bod je jediný, ve kterém má funkce nulovou derivaci f ′(z) = 2z.

Inverzńı funkce f(z) = 1/z převád́ı př́ımky na kružnice nebo př́ımky a kružnice
převád́ı také na kružnice nebo př́ımky. Svislé př́ımky a + yi vedené rálným č́ıslem
a se převád́ı na kružnice se středem v bodě 1/2a a poloměrem 1/2|a|. Vodorovné
př́ımky procházej́ıćı bodem ai se zobrazuj́ı na kružnice se středem v bodě −i/2a
a poloměrem 1/2|a|. Všechny tyto kružnice procházej́ı (nebo sṕı̌se se asymptoticky
bĺıž́ı) k nulovému bodu (obr. 9). Každá polorovina ℜ(z) > a > 0 se převád́ı na
otevřený kruh se středem 1/2a a poloměrem také 1/2a.

Racionálńı funkce jsou pod́ıly mnohočlen̊u. Zaj́ımavé vlastnosti má zobrazeńı
f(z) = (z2 + 1)/z na obr. 10. Převád́ı jednotkovou kružnici na reálnou úsečku
[−2, 2]. Plat́ı totiž

f(cos ϕ + i sin ϕ) = cos ϕ + i sin ϕ + cos ϕ − i sin ϕ = 2 cos ϕ.

Kružnice se středem v nule se převád́ı na elipsy s ohnisky −2, 2, zat́ımco př́ımky
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Obrázek 9: Inverzńı funkce f(z) = 1/z

3
=⇒

Obrázek 10: Racionálńı funkce f(z) = z + 1
z

procházej́ıćı počátkem se převád́ı na hyperboly s ohnisky −2, 2. Doplněk uzavřeného
jednotkového kruhu se převád́ı na doplněk jednotkové úsečky [−2, 2] vzájemně jed-
noznačně. Přitom se opět zachovávaj́ı úhly křivek, protože všude kromě bod̊u −1
a 1 má funkce nenulovou derivaci. Také vnitřek jednotkového kruhu se převád́ı na
doplněk intervalu [−2, 2].

Exponenciálńı funkce ex+yi = ex(cos y + i sin y) převád́ı vodorovné př́ımky na
radiálńı př́ımky, které se pro x → −∞ asymptoticky bĺıž́ı k nulovému bodu. Svislé
př́ımky se převád́ı na kružnice se středem v nulovém bodě (obr. 11 nahoře). Ostatńı
př́ımky se zobrazuj́ı na geometrické spirály (obr. 11 dole). Exponenciálńı funkce
je periodická s periodou 2πi. Plat́ı totiž ez+2πi = ez · e2πi = ez. Ze vzorc̊u eix =
cos x + i sin x, e−ix = cos x − i sin x lze vypoč́ıtat sinus a cosinus a tuto definici
rozš́ı̌rit na celou komplexńı oblast

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Alternativńı postup, který dává stejný výsledek, je definice funkćı sinus a cosinus
stejnou mocninnou řadou jako v reálné oblasti. Funkce sinus zobrazuje vodorovné
př́ımky na elipsy s ohnisky −1, 1 a svislé př́ımky na hyperboly se stejnými ohnisky
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Obrázek 11: Exponenciálńı funkce f(z) = ez

(obr. 12). Reálnou př́ımku ovšem funkce sinus zobrazuje na degenerovanou elipsu,
tj. úsečku [−1, 1]. I v komplexńı rovině jsou funkce sinus a cosinus periodické s
periodou 2π a jsou navzájem posunuté: sin(z + 2π) = sin z = cos(z − π

2
). Fukce

tan z = sin z/ cos z (obr. 13) převád́ı svislé př́ımky na kružnice které spojuj́ı body
−i a i. Vodorovné př́ımky se zobrazuj́ı také na kružnice.

7 Holomorfńı funkce

Ještě výrazněji je dokonalost struktury komplexńıch č́ısel vidět v diferenciálńım
počtu. Komplexńı funkce f má v bodě c ∈ C derivaci f ′(c), jestliže ji v okoĺı tohoto
bodu lze aproximovat lineárńı funkćı s koeficientem f ′(c). To znamená, že ji lze v
okoĺı tohoto bodu psát ve tvaru

f(c + z) = f(c) + z · f ′(c) + z · f̃(z),

kde f̃ je nějaká funkce jej́ıž limita v c je nula. Je-li f ′(c) 6= 0, znamená to, že v okoĺı
bodu c se funkce f chová jako složeńı posunu o f(c), podobnosti s koeficientem
|f ′(c)| a otočeńı o úhel arg f ′(c). Z toho plyne že komplexńı funkce s nenulovou
derivaćı zachovávaj́ı úhly. Prot́ınaj́ı-li se nějaké křivky v bodě c pod úhlem α a
je-li f ′(c) 6= 0, prot́ınaj́ı se obrazy křivek v bodě f(c) pod stejným úhlem α. Je-li
f ′(c) = 0 a f ′′(c) 6= 0, prot́ınaj́ı se tyto obrazy pod úhlem 2α. Tento geometrický
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Obrázek 12: Funkce f(z) = sin z

3
=⇒

Obrázek 13: Funkce f(z) = tan z

význam derivace má daľśı d̊usledky. Má-li komplexńı funkce v okoĺı nějakého bodu
derivaci, má už v tomto bodu derivace všech řád̊u a lze ji tam rozvinout v mocninnou
řadu tvaru

f(c + z) = f(c) + f ′(c)z +
f ′′(c)

2
z2 +

f ′′′(c)

3!
z3 +

f (iv)(c)

4!
z4 + · · ·

Komplexńı funkce které maj́ı derivaci se nazývaj́ı holomorfńı. Celistvost jejich tvaru
znamená, že jsou určeny svými hodnotami v libovolně malém okoĺı libovolného bodu
svého definičńıho oboru. Komplexńı analýza tak má mnohem větš́ı estetickou kvalitu
než analýza reálná. Nic podobného totiž neplat́ı v reálné oblasti. Např́ıklad funkce
f(x) = |x3|/6 má na celé reálné př́ımce derivaci f ′(z) = x · |x|/2, druhou derivaci
f ′′(x) = |x|, tato funkce však již nemá derivaci v nule. Jsou také známy reálné
funkce které maj́ı derivace všech řád̊u ale přesto je nelze rozvinout do mocninné
řady. Takovou vlastnost má např́ıklad funkce

f(x) =

{

0 pro x ≤ 0
e−1/x pro x > 0
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f(x) f ′(x) f ′′(x)
f ′′′(x)

Obrázek 14: Reálná diferencovatelná funkce f(x) = |x3|/6

c

z
P (c)

P ′(c)z

Obrázek 15: Základńı věta algebry

8 Základńı věta algebry

Daľśı překvapivá vlastnost struktury komplexńıch č́ısel je, přidáńı řešeńı jedné kva-
dratické rovnice x2 + 1 = 0 si již vynut́ı, že každá algebraická rovnice tvaru

P (z) = zn + c1z
n−1 + · · · + cn−1z + cn = 0

má v komplexńı oblasti řešeńı. Důkaz objevil d’Alembert roku 1746 a je založen na
geometrických vlastnostech komplexńıch funkćı. Pokud v nějakém bodě c ∈ C je
P (c) 6= 0, pak v bĺızkosti tohoto bodu existuje bod z + c, ve kterém je absolutńı
hodnota P ostře menš́ı, tj. |P (c+z)| < |P (c)|. Funkci P totiž můžeme psát ve tvaru

P (c + z) = P (c) + P ′(c) · z + P̃ (z) · z2

kde P̃ je mnohočlen. Prob́ıhá-li bod z po kružnici s poloměrem r kolem bodu c,
prob́ıhá bod P (c)+P ′(c)z po kružnici s poloměrem r · |P ′(c)| kolem bodu f(c). Je-li
poloměr r dosti malý, přičteńı členu P̃ (z)z2 tuto kružnici deformuje na křivku, která
také ob́ıhá kolem bodu P (c) a na této křivce se najde bod s menš́ı absolutńı hodnotou
než P (c). To plat́ı i v př́ıpadě že P ′(c) = 0. Je-li q nejmenš́ı přirozené č́ıslo pro které
je q-tá derivace v c nenulová, proběhne bod P (c) + P (q)(c)zq/q! kolem bodu P (c)
q-krát. Sestrojujeme-li posloupnost bod̊u cn s klesaj́ıćı absolutńı hodnotou |P (cn)|,
limitně se bĺıž́ıme ke kořenu rovnice P (c) = 0. K tomu je již jen třeba ukázat, že při
tomto postupu z̊ustáváme neustále uvnitř nějaké omezené oblasti, protože absolutńı
hodnoty polynomu |P (z)| při rostoućım |z| rostou do nekonečna.

9 Komplexńı sféra

Racionálńı lomené funkce nejsou definovány v č́ıslech, kde je jejich jmenovatel nu-
lový. Proto se ke komplexńı rovině přidává ještě nekonečné č́ıslo ∞ a jednočetné
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Obrázek 16: Stereografická projekce

aritmetické operace se na ∞ rozšǐruj́ı.

a ±∞ = ∞, b · ∞ = ∞,
a

∞ = 0, a ∈ C, b ∈ C \ {0}

Výsledná struktura C = C ∪ {∞} se nazývá komplexńı sféra, protože jej́ı prvky
lze vzájemně jednoznačně přǐradit povrchu koule. V ťŕırozměrném eukleidovském
prostoru s pravoúhlou soustavou souřadnic (x, y, z) ztotožńıme komplexńı rovinu
C s vodorovnou rovinou z = 0 a jednotkovou sféru S s rovnićı x2 + y2 + z2 = 1.
Stereografická projekce P : C → S promı́tá ze severńıho pólu se souřadnicemi (0, 0, 1)
body roviny C na body sféry S. Projekce je dána vzorcem

P (x, y) =

(

2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)

P−1(x, y, z) =
(

x

1 − z
,

y

1 − z

)

, z 6= 1

z y

x

z y

x

z y

x

f(z) = iz f(z) = 2z f(z) = z + 1

Obrázek 17: Möbiovy transfromace

Při projekci P se komplexńı rovina zobrazuje na celou sféru s vyj́ımkou severńıho
pólu (0, 0, 1) a právě tento bod ztotožńıme s přidaným č́ıslem ∞. Č́ıslo 0 je na jižńım
pólu sféry. Na rovńıku sféry jsou č́ısla 1, i,−1,−i a celá jednotková kružnice. Kom-
plexńı funkce pak nahĺıž́ıme jako transformace komplexńı sféry. Důležitou vlastnost́ı
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stereografické projekce, pro kterou se často použ́ıvá v kartografii, je že zachovává
úhly křivek. Proto také transformace komplexńı sféry které odpov́ıdaj́ı holomorfńım
funkćım s nenulovou derivaćı jsou konformńı zobrazeńı, tj. zachovávaj́ı úhly. Po-
kud je to možné, rozšǐrujeme definičńı obor takto źıskaných transformaćı i na ∞
př́ıpadně na body kde p̊uvodńı funkce nebyla definována, ale tak aby výsledná trans-
formace byla spojitá. To lze udělat u všech racionálńıch lomených funkćı. Na druhé
straně exponenciálńı ani goniometrické funkce nelze spojitě rozš́ı̌rit na ∞, protože
v bĺızkosti ∞ tyto funkce nabývaj́ı všech komplexńıch hodnot. Ř́ıkáme, že zde maj́ı
neodstranitelnou singularitu. Speciálńı význam maj́ı pro komplexńı sféru Möbiovy
transformace tvaru

Ma,b,c,d(z) =
az + b

cz + d
, kde

∣
∣
∣
∣
∣

a b
c d

∣
∣
∣
∣
∣
= ad − bc 6= 0.

Transformace je určena matićı typu 2×2 s nenulovým determinantem. Pro ad−
bc = 0 se ve vzorci čitatel a jmenovatel vykrát́ı a funkce je konstantńı. Pro ad−bc 6= 0
je Möbiova transformace vzájemně jednoznačné zobrazeńı komplexńı sféry na sebe
a plat́ı

Ma,b,c,d(−d/c) = ∞, Ma,b,c,d(∞) = a/c.

Möbiovy transformace zahrnuj́ı všechny lineárńı funkce tvaru M(z) = az + b (pro
c = 0, d = 1) a inverzńı funkce M(z) = 1/(cz+d) (pro a = 0, b = 1). Ř́ıkáme, že bod
z je pevný bod Möbiovy transformace M , pokud plat́ı M(z) = z. To je kvadratická
rovnice, která má dvě řešeńı, nebo jedno dvounásobné. Transformace M(z) = iz
představuje otočeńı komplexńı sféry kolem osy procházej́ıćı severńım a jižńım pólem.
Jej́ı pevné body jsou 0 a ∞. Stejné pevné body má transformace M(z) = 2z,
která každou rovnoběžku zobrazuje na severněji lež́ıćı rovnoběžku. Transformace
M(z) = z + 1 má jediný pevný bod ∞ (obr. 17).

Möbiova transformace Ma,b,c,d zachovává úhly křivek i v bodech −d/c a ∞, a
každou kružnici převád́ı na kružnici. Pro každé w ∈ C má rovnice Ma,b,c,d(z) = w
jediné řešeńı, takže transformace je vzájemně jednoznačná. Transformace k ńı in-
verzńı je také Möbiova transformace a složeńı dvou Möbiových transformaćı je
opět Möbiova transformace. Přitom skládáńı odpov́ıdá násobeńı jejich př́ıslušných
matic. Möbiovy transformace tedy tvoř́ı grupu. Tak jako grupa lineárńıch zobra-
zeńı komplexńı roviny s nenulovým koeficientem vytvář́ı geometrii podobnosti, tak
grupa Möbiových transformaćı vytvář́ı konformńı geometrii komplexńı sféry, tj. těch
vzájemně jednoznačných transfromaćı, které zachovávaj́ı úhly křivek.

Také každou racionálńı lomenou funkci tvaru R(z) = P (z)/Q(z), kde P,Q jsou
mnohočleny, lze rozš́ı̌rit na celou komplexńı sféru, tak že má všude derivaci. Naopak
každá funkce, která je holomorfńı na celé komplexńı sféře, je racionálńı lomená.
Stupeň racionálńı lomené funkce je maximum stupně jej́ıho čitatele a jmenovatele.
Je-li R(z) racionálńı funkce stupně p, pak každá rovnice R(z) = c, kde c ∈ C,
má právě p řešeńı, pokud se ovšem poč́ıtaj́ı se svou násobnost́ı. Vid́ıme, že pojem
racionálńı lomené funkce a jej́ıho stupně jsou pojmy geometrické: lze je vymezit jen
na základě konformńı geometrie komplexńı sféry.
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Obrázek 18: Beltramiho model hyperbolické roviny

Obrázek 19: Möbiova transformace jednotkového kruhu

10 Hyperbolická geometrie

Jistá podgrupa Möbiových transformaćı vytvář́ı neeukleidovskou hyperbolickou geo-
metrii. V hyperbolické geometrii plat́ı všechny axiomy eukleidovské geometrie kromě
pátého axiomu o rovnoběžkách. Speciálně každé dva r̊uzné body určuj́ı jedinou
př́ımku, která jimi procháźı a dvě r̊uzné př́ımky se prot́ınaj́ı nejvýše v jednom bodě.
Daným bodem P , který nelež́ı na dané př́ımce q lze však k této př́ımce vést ne-
konečně mnoho rovnoběžek, tj. př́ımek, které př́ımku q neprot́ınaj́ı. Součet úhl̊u
v trojúhelńıku je vždy ostře menš́ı než 180◦. Č́ım je trojúhelńık větš́ı, t́ım menš́ı
je součet jeho úhl̊u. Bezespornost hyperbolické geometrie se vykazuje modely se-
strojenými uvnitř eukleidovské geometrie. Za body hyperbolické roviny se považuj́ı
některé body eukleidovské roviny, za př́ımky hyperbolické roviny se považuj́ı některé
křivky eukleidovské roviny.

V Beltramiho modelu jsou body hyperbolické roviny reprezentovány vnitřńımi
body jednotkového kruhu komplexńı roviny. Př́ımky hyperbolické roviny jsou repre-
zentovány částmi kružnic uvnitř jednotkového kruhu, které s obvodem jednotkové
kružnice sv́ıraj́ı pravý úhel. Také každý pr̊uměr jednotkové kružnice reprezentuje
př́ımku hyperbolické roviny. Na obr. 18 vlevo vid́ıme dvě r̊uzné rovnoběžky s př́ımkou
q, které procházej́ı bodem P . Na obr. 18 vpravo vid́ıme trojúhelńık s velmi malým
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součtem úhl̊u. Beltramiho model zachovává úhly mezi př́ımkami. To znamená, že
úhel dvou př́ımek hyperbolické geometrie je stejný jako eukleidovský úhel tečen
kružnic, které je reprezentuj́ı. Model ovšem nezachovává vzdálenosti. Hyperbolická
metrika v eukleidovských souřadnićıch x, y je dána vzorcem

ds =

√
dx2 + dy2

1 − x2 − y2
.

Zde (dx, dy) je infinitesimálńı vektor a ds je jeho délka. Tento vzorec umožňuje
poč́ıtat délku každé křivky uvnitř jednotkové kružnice a vymezuje př́ımky hyperbo-
lické geometrie jako spojnice nejkratš́ı délky. Zkresleńı hyperbolické metriky oproti
eukleidovské metrice je malé v okoĺı středu kruhu a největš́ı v bĺızkosti okrajové
kružnice, kde malým eukleidovským délkám odpov́ıdaj́ı velké délky hyperbolické
geometrie. Škála hyperbolické geometrie je znázorněna na obr. 18 vlevo.

Obrázek 20: Dlážděńı hyperbolické roviny trojúhelńıky

Shodné transformace hyperbolické geometrie, tj. transformace které zachovávaj́ı
vzdálenosti a orientaci hyperbolické roviny, jsou pro Beltramiho model speciálńı
Möbiovy transformace tvaru

Ma,b(z) =
az + b

bz + a
, kde |b| < |a|.

Tyto transformace totiž zachovávaj́ı jednotkovou kružnici, př́ımky hyperbolické ge-
ometrie převád́ı opět na př́ımky a také zachovávaj́ı hyperbolickou metriku (obr.
19).

Hyperbolickou geometrii lze zahlédnout na dlážděńıch, tj. rozkladech hyperbo-
lické roviny na pravidelné mnohoúhelńıky. V eukleidovské rovině existuj́ı pouze
tři r̊uzná dlážděńı pravidelnými mnohoúhelńıky, totiž rovnostrannými trojúhelńıky,
čtverci a pravidelnými šestiúhelńıky. Protože v hyperbolické rovině je součet úhl̊u
trojúhelńıka menš́ı než 180◦, existuj́ı dlážděńı rovnostrannými trojúhelńıky, kde se
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Obrázek 21: Dlážděńı hyperbolické roviny čtverci

v každém vrcholu stýká k ≥ 7 trojúhelńık̊u (obr. 20). Č́ım větš́ı je k, t́ım větš́ı je
také strana trojúhelńıka. Podobně pro každé k ≥ 5 existuje dlážděńı hyperbolické
roviny čtverci, kde se v každém vrcholu stýká k čtverc̊u (obr. 21). Existuj́ı dokonce
dlážděńı nekonečně velkými pravidelnými mnohoúhelńıky, které maj́ı nulový úhel a
v každém vrcholu dlážděńı se jich stýká nekonečně mnoho (obr. 22). Na dlážděńıch
hyperbolické roviny jsou založeny některé Escherovy grafiky.

Podivuhodné vlastnosti struktury komplexńıch č́ısel t́ım zdaleka nekonč́ı. Mezi
daľśı velká témata komplexńı analýzy patř́ı teorie v́ıceznačných komplexńıch ana-
lytických funkćı, jako je logaritmus nebo obecná mocnina nebo teorie konformńıch
zobrazeńı. Plat́ı zde pozoruhodná Riemannova věta, že každou jednoduše souvis-
lou oblast komplexńı roviny (s výjimkou celé roviny samotné) lze vzájemně jed-
noznačně konformně zobrazit na otevřený jednotkový kruh. Ve dvacátém stolet́ı
vznikla komplexńı analytická dynamika, která odkryla pozoruhodné fraktálńı tvary
atraktor̊u holomorfńıch zobrazeńı známých jako Juliovy množiny a jejich paramet-
rického prostoru, ve kterém vyvstává Mandelbrotova množina. Nejpřekvapivěǰśı je
však široké uplatněńı komplexńıch č́ısel ve fyzice. Kvantová mechanika se odehrává
v komplexńıch Hilbertových prostorech, které ve srovnáńı s reálnými Hilbertovými
prostory maj́ı mnohem zaj́ımavěǰśı strukturu. Bez komplexńıch č́ısel by kvantová
mechanika nebyla v̊ubec myslitelná.

Ve struktuře komplexńıch č́ısel se št’astně sešly metafory formálně-algebraické,
geometrické i dynamické. Na struktuře komplexńıch č́ısel a na př́ıběhu jejich vzniku
je vidět, jak jsou matematické pojmy tvořeny metaforou, podobně jako pojmy fi-
losofické. Před Platonem slovo idea znamenalo plán, at’ už myšlený nebo nakres-
lený, podle kterého truhlář dělá židli (Arendtová [1]). Filosofický pojem ideje k této
představě sahá, ale překračuje j́ı. Po mnoha stalet́ıch filosofického myšleńı má pojem
ideje podstatně odlǐsný význam než plán židle. Matematické pojmy a objekty také
vznikaj́ı jako metafory, a existuj́ı do té mı́ry, do jaké jsou navzájem provázanými me-
taforami podloženy. Tento matematický svět, stvořený a osvětlený metaforou, lze do
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Obrázek 22: Dlážděńı hyperbolické roviny nekonečnými trojúhelńıky a čtverci

jisté mı́ry překračovat a rozšǐrovat rozumem a logikou. Zde však již tápeme v polo-
svitu, dokud se neobjev́ı nová osvětluj́ıćı metafora. T́ımto neustálým tvořeńım skrze
metaforu matematický svět vzniká. Stále je však za obzorem tohoto osvětleného
světa př́ıtomné apeiron - bezmezné a beztvaré. Tam již nepomáhá ani náhled ani
logika.

Metaforická existence matematických objekt̊u ale neńı existence podřadného
druhu:

Ricœur ukazuje, že nejen básnické obrazy, nýbrž i všechny vědecké mo-
dely a teorie, at’ se tvář́ı jakkoliv objektivně a definitivně, jsou vlastně
velkými metaforami - zp̊usoby mluvy pomoćı představ a pojmů vzatých
z jiné, známé zkušenosti (srv. ”planetárńı model atomu” či ”oblak elek-
tronu”); všimněme si ostatně metaforičnosti i tak odborných termı́n̊u
jako ”hladina cukru v krvi”, ”koĺısáńı cen” atp. To ovšem neznamená,
že by tyto vědecké popisy světa nebyly pravdivé, že by to byly ”pouhé
metafory”: vždyt’ jde o faktické poznatky par excellence. Jejich metafo-
rická povaha naopak ukazuje, že sama pravda spoč́ıvá v metafoře, že byt́ı

samo je metaforické. (Neubauer [8] str. 158).

Reference
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[2] C.B.Boyer: A history of mathematics. John Wiley & sons, New York 1968.
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