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Abstrakt

Préce se zabyva vztahem mezi (a) poctem prvkl né€jakého
souboru, (b) abstraktnim pojmem c¢isla a (c) reprezentaci
Cisel (napt. Ccislovkami), a to hlavné s dlrazem na
kognitivni aspekty téchto vztahl. Kazuistiky autistt se
zazratnymi schopnostmi vedou k otazce, zda je ¢loveék
schopen pfimo ,,vidét“ nejen malé ale i velké pocty
objektl. Jako podklad k ivaham je spekulativné navrzena
reprezentace Cisel pomoci tvarli rovinnych kfivek a
jednoduchy vizualni algoritmus k detekei prvoéisel.'

1 Uvod

Vim a vidim, ze mam dvé ruce, na kazdé pét prstd, ze
sedim u stolu, ktery ma ¢#y#i nohy, otevirdm si uz teti
lahev piva — viibec se nezda, ze by v tom viem byl né&jaky
problém. Co to vSak viibec je: dvé, pét, Ctyfi, tii? Ma to
spolu néco spolecného? Ano, feknete asi, jsou to prece
pocty — poptipadé feknete rovnou: Ccisla. Prosté, ale
zamysleme se nad tim trochu.

William James ve svych slavnych Principech
psychologie zroku 1890 ([2], s. 629) uvedl sedm etap
formovani elementarnich mentalnich kategorii, které maji
pfirozeny piivod. Na tfetim misté v jeho seznamu je smysl
pro cas, prostor a pocet. (Ptedchozi dvé etapy dle né¢ho
jsou: (1) elementarni druhy pocitkd a smysl pro vlastni
aktivitu, (2) emoce, touhy, instinkty, smysl pro hodnotu,
esteticky smysl).

O casu a prostoru existuje bohatd literatura, mné zde
jde hlavné o ten pocet, ktery jako by s nimi byl na stejné
urovni. Lze ony etapy chéapat evolucné? Jak to ,,opravdu*
v evoluci bylo s riznymi schopnostmi, to se asi nikdy
nedozvime, muizeme jen spekulovat a hledat nepiimé
argumenty, napiiklad se odvolavat na uzitecnost k preziti
a zkoumat, jak je to v pfirod¢ u jinych druhd.

! Tato studie je upravenou a podstatné rozsitenou deskou verzi
autorovy prace [1]. Vznikla v rdmci feSeni vyzkumného
zaméru CTS MSM 0021620845.

Mluvime-li o smyslu pro prostor a Cas, jisté nemame
na mysliprostor a ¢as v plné §ifi a nezmérnosti — do dalky
i do jemnosti —, nybrz v radikadlnim zGzeni na rozsah a
dosah (tj. horizont) naSich schopnosti vnimat a rozliSovat.
Podobné, jde-li o pocty, mame na mysli pfedevsim malé
pocty — a jak uvidime, jde o véc povytce relevantni.

Co viibec znamend, mit smysl pro pocet? Rozumi se
pro pocet néceho, coz jeste€ neznamena znat cisla jako
takova (k tém se dostanu). V Cestiné nastésti rozliSujeme
slova ,,pocet™ a ,,Cislo* — Jamesovo anglické ,,number* by
mohlo znamenat oboji (,,abstract number* stejné jako
»eount).

Pro hlavni proud dnesSni kognitivni védy je
charakteristické, ze misto zkoumani bezprostfednich
prozitkl a predstav (v takzvané perspektivé prvni osoby)
je snaha vychazet z jejich reprezentace, at’ uz v mysli
(psychologie) ¢i v mozku (neurovédy). Jak piSe Randy
Gallistel: ,,Podminkou jakékoliv zkuSenosti vibec je
schopnost reprezentovat cas, prostor a pocet.” (cituje
Callaway [3]). Pfitom pifevlada nazor, zZe lidsky smysl pro
pocet a aritmetiku (podobné jako kterykoliv jiny ,,smysl“
pro néco) je zabudovan piimo ve strukturach mozku
(srov. napt. [4, 5, 6]).

V této studii se vyddm pon€kud jinou cestou a
zaméefim se vice na otazku, jak sam subjekt miize pocCty a
&isla? aktudlné prozivat (srov. téz mé eseje ve Vesmiru [7,
8]). Mij zijem je tedy spiSe fenomenologicky (ve
filosofickém smyslu slova), nez védecky a ptiznavam, ze
dam ptrednost uvaham dosti volnym a spekulativnim, nez
abych se opiral jen o konkrétni empirick¢é a dedukci
ziskané poznatky. Proto téz uzivam termin ,,prozitek” (a
»prozivani) ve filosofickém vyznamu — jako oznaceni
souboru védomych ¢i polovédomych subjektivnich stavi
mysli v urcité situaci ¢i udalosti.

Je na case, abychomvyjasnili pojmy. Jak jsem jiz
poznamenal, v ¢estin€ rozliSujeme pocty a cisla, nicméné
samo slovo ,,¢islo* uzivame ve dvou vyznamech: (1) pro
abstraktni entity, definované hromadné¢, naptiklad v ramci

V celé této praci se jedna pouze o prirozena Cisla.



n¢jaké axiomatické teorie Cisel, nebo (2) pro cislovky,
které tato abstraktni ¢isla pojmenovavaji pomoci sekvenci
cislic vn&jaké poziéni, napi. desitkové soustave,
popiipadé pomoci slovnich vyrazi vytvorenych z néko-
lika zakladnich slov. Reknu-li ,,vidim &islo“ (viz nazev
této studie), mélo by byt jasné, zda mam pied svym
vnitinim, mentalnim zrakem né&jaky pocet néceho (tii
sestry) nebo Cislovku (,,3“ resp. ,,tfi) nebo abstraktni
¢islo (nejmensi liché prvocislo). Zajisté to jsou banality,
ale nam zde pidjde praveé o ten vnitini zrak. Potazmo o
zcela nové moznosti, jak ,,vidét“ Cisla — jak je tfeba
,,vidi“ néktefi nadani a zazracni pocCtari?

2 Smysl pro pocet jako vnitini smysl

Slovni spojeni ,,smysl pro pocet™ jsem zde zvolil k poné-
kud neurcitému oznaceni lidské dispozice, schopnosti ¢i
vlohy rozpoznévat a rozliSovat n¢které (asi nepfilis velké)
pocty objektl, které jsou vnimany, pamatovany Cci
imaginativné pfedstavovany. Tato schopnost ¢i vloha se
typoveé v néfem trochu podoba a v né¢em podstatné 1isi
od béznych percepcnich smysli (zrak, sluch, hmat atd.);
stejnou podobnost a rozliSnost maji i dal$i mentalni
»smysly pro (néco)“. Mlze byt proto uzitecné se u
srovnani s percep&énimi smysly pozdrzet.’

Vezméme si kuptikladu smys! pro humor. Ten neni
trvale aktivni a je tedy, podobn¢ jako percepcéni smysly,
spiSe jakousi latentni dispozici (nesméjeme se potrad a
v§emu), a navic jsou taci, kterym zcela chybi. Pro¢ smysl
pro humor nechapat také jako druh smyslu, v ponékud
obecnéjsim smyslu slova ,,smysl“? Navrhuji zavést
zkusmo novou, o individudlni zkuSenost opienou
kategorii, kterou lze chéapat jako smys! pro (n&co).*
Ostatné jsme se zde jiz setkali (s odvoldnim na W.
Jamese) se smyslem pro Cas a pro prostor a je zcela bézné
mluvit o smyslu pro Cest, pravo, spravedlnost, poradek,
krasu apod.

Ve sféfe lidského mentalniho Zivota nalezneme asi
velké mnozstvi riznych ,,smysli pro X*, kde X je vzdy
n¢jaka, typicky, ale nikoliv nutné abstraktni kvalita.
Takovéto ,,smysly pro...“ patii tomu, kdo je jimi
vybaven, kdo je tedy vjakémsi ohledu jejich
»Vvlastnikem* a nejsou to tedy atributy doty¢ného X (to
bychom spis fikali, ze X ma ¢i davd smysl). Dale, jak uz
jsem naznacil, jde spi$ o dispozice (coZ jest€¢ neznamena,
Ze jsou u svého nositele trvalé a neménné), nez o jejich

3 Nasledujici partie je zalozena na mém eseji [10].

4 Cestina odliSuje akusativni vazbu (smysl pro co) od vazby
s genitivem (smysl ceho), zatimco v angli¢ting je ,,the sense
of** dvojznacné. Alternativa ,,cit pro* je jist¢ mozna, ale trochu
zavadgjici.

pripadné aktualizace. Smysl pro odpovédnost je jedna veéc
a citit se odpovédnym za to ¢i ono je véc druha. Takovéto
rozdily zpravidla nejsou v literatufe tematizovany,
nicméné z kontextu je zpravidla véc jasna.

Soucasna kognitivni véda, hlavné jeji fenomeno-
logicky orientovany smeér (viz napi. [9]) se obSirn¢
zabyva rozli¢cnymi aspekty védomé zkuSenosti, které jsou
uvadény téz jako ,,smysly pro...“ (senses of...). Patii
k nim napftiklad smysl pro osobni J4, pro vlastni télo, pro
autorstvi fyzickych pohybil, pro vlastni aktivitu, pro volni
rozhodovani a jednani, pro druhé (osoby), pro minulost,
pro budoucnost, pro redlnost svéta, pro kontinuitu zivota
atp. Nékteré 1ze identifikovat diky riznym patologickym
kazuistikdm (kdy u nékoho jeden smysl chybi, druhy
nikoliv), jiné jsou spiSe hypotetické, oteviené jen
tdzavému zkoumani (mimochodem, z existence smyslu
pro X logicky neplyne existence X). Nesetkal jsem se s
tim, ze by se vramci kognitivni védy tyto ,,smysly
pro... explicitné shrnovaly pod né&jaké obecné
»senzorium® (pokud by nebylo ztotoznéno s védomim
veelku); k takovému senzoriu by patfilo nejen pét
percepCnich smysli, ale i rizné typy synestéze a dalsi
kognitivni mohoucnosti. Asi by to bylo trochu ukvapené
—jde o véci povytce intuitivni, neurcité a vyvijejici se.

Na rozdil od dispozic C¢ist¢ mentalnich, jejichz
projevy (a jen projevy) jsou pfistupné jen fenomenalné,
jsou obvyklé¢ percepcni smysly, navic vybaveny
korespondujicimi télesnymi organy (jako jsou o¢i, usi,
hmatové, chutové a ¢ichové buiiky, atd.), od nichz se i
odviji bézné rozliSovani péti percepcnich smysli (zrak,
sluch, hmat, chut, ¢ich) a pfipadné i propriocepce
(kinestézie apod.). Na té€lesné organy piirozen¢ navazuji
specifické struktury v mozku a neurovédna studia dobie
podporuji i riznd jemné&jsi rozliSovani v radmci téhoz
percepéniho smyslu (smysl pro barvu, pro tvar, pro
prostorovou hloubku, pro pohyb, pro rovnovahu,
orientacni smysl apod.). VSimnéme si ovSem, Ze kdykoliv
uzivame slovo ,,smysl“, ma to vzdy téz své fenomenalni
opodstatnéni.

Myslenka konceptualni kontinuity mezi percepénimi
smysly a vnitinimi ,,smysly pro néco“ v nasem pojeti
svadi ke dvéma typim extrapolace, u nichz by byla na
misté urCitd opatrnost. Je to jednak jiz zmin€né hypotéza,
ze 1 vnitinim smyslim by mohly nalezet specifické
struktury v mozku, a jednak podobnost lidskych
smyslovych organt a obdobnych organt u zvifat by nas
mohla zlékat k predstavé, ze i u jinych zivocicht existuje
jisté odpovidajici vnitini prozitky, a to nejen percepéni,
ale 1 v(naSem SirSim) pojeti smyslovosti. (Jsem
presvédcen, ze mij oslik David mél smysl pro humor!)

I s touto vyhradou se zda plauzibilni (asponi v ptipadé
¢lovéka) hodnotit rozlicné ,,smysly pro néco“ podle
kritéria, zda vétsi vahu ma fyziologie anebo



fenomenologie. Takové pojeti nebyva ve védecké
literatute explicitn€ zohlednéno, vzdy je vSak v pozadi. Je
to specialné dilezité pro kognitivni védu, aspoii v té mite,
v jaké jsou vyrazy typu ,,smysl pro...“ ¢i ,.cit pro...“
uzivany pro specifické dispozice veédomych subjekti,
pficemz, jakozto dispozice, ma své kofeny spiSe
v nevédomi (kde je muj smysl pro humor, kdyZz zrovna
neni ¢emu se smat?).

K odliseni od percepénich smysli v obvyklém
vyznamu budu dispozice na fenomendlni strané
zminéného spektra dale oznacovat jako vnitrni smysly.

Vnitini smysly lze chéapat jako implicitni, latentni a
predreflektivni aspekty nasi kazdodenni zkuSenosti, v niz
jako by byly ,,rozpustény®. To ovSem neznamena, Ze si je
nemizeme obcas uvédomit a ucinit je predmétem
védomé reflexe (podobné jako v pripadé percepénich
smysll). Zejména je Ize reflektovat vzdy poté, co byly
aktualizovany v né&jaké konkrétni situaci (sviij smysl pro
humor si mohu uvédomit nejlépe tehdy, kdyz se mi
podafilo pochopit dobry vtip).

Vnitini smysly tedy maji svou vice subjektivné
prozivanou stranku, ale lze je casto téZ objektivné
zkoumat a klasifikovat psychologickymi metodami
jakozto dispozice, které jsou myslitelné (i kdyz ne vzdy
stejné vyvinuté) u vSech lidi. To ostatné plati mutatis
mutandis i o percepcnich smyslech, ty v§ak maji navic i
ony vySe zminéné télesné organy propojené s dnes jiz
vétSinou dosti znamymi specifickymi oblastmi mozku.

Smysl pro pocet, o ktery nam zde ptjde, je jednim
z typt vnitintho smyslu, nicméné pii své genezi
predpoklada i percepcni smysly a pii svych aktualizacich
je zpravidla i potiebuje. Pocet Ize totiz typicky vidét
a/nebo hmatat (napf. pocet oblazkd), vidét a/nebo slySet
(pocet udertt do bubnu) atp. (zatimco napt. barvu lze
pouze vidét). Povaha toho, co je pocitané, ptitom
ustupuje do pozadi (tfi oblazky a tfi tidery jsou si v jistém
ohledu blizZ nez tfi oblazky a pét oblazku).

Vyvstava ihned otazka, zda vedle smyslu pro pocet
lze myslet i néco hlubsiho, totiz smysl pro cisla jako
takova (nikoliv jen ¢islovky). Ten se zda byt i prvotné&jsi
neZ znalost aritmetickych operaci. V ndzvu této studie —
Jak vidime ¢isla — chapejme slovo ,,vidét™ spiSe jako
metaforu pro hypotetické vnitini nazirdni (¢i zieni)
jakychsi ,,obrazii ¢i mentéalnich predstav (abstraktnich)
¢isel — jak uvidime, s vizualnim nazorem to nakonec
néjak souviset miize.

Nabizi se myslenka, Ze jisty minimalni predreflektivni
smysl pro pocet je vrozenou dispozici, kterd — podobné
jako smysl pro Cas a prostor — nalezi pfimo do samé
struktury zkuSenosti, ¢imz vSak netvrdim, Ze je jeji
soucasti nutnou ¢i evoluéné prvotni. Z kognitivniho
hlediska je mozné — a jak uvidime vhodné — u smyslu pro
pocet rozliSovat rizné jeho urovné podle pocetnosti

prvku skupiny na niz je pouzit — jde-li (pfedbézné feceno)
o pocty malé (pfimo nazirané), stiedné¢ velké (ale jesté
pocitatelné) a velmi velké (definované nepfimo,
naptiklad pomoci aritmetickych operaci).

Velmi malé pocty vnimame takiikajic ,na jeden
pohled”, bez pocitani: vidime dvojtecku, trojnozku,
Ctythran, péticipou hvézdu, aniz bychom museli tecky,
nozky, hrany ¢&i cipy pocitat. V psychologii se pro
takovéto primé nazirani poc¢ti nékdy uziva anglicky
termin subitizing’, navrzeny E. L. Kaufmanem v r. 1949
(na zaklad¢ latinského ,subitus®, nahly; viz [11]). U
vétSich skupin, zpravidla kolem sedmi osmi prvki (coz je
individudln¢ a kontextualné zavisl¢), se zaciname plést a
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Obr. 1 Piechod mezi pfimym naziranim
malych poctl a ordinalnim pocitanim.

chceme-li znat pocet, musime se uchylit k pomalejSimu
ordindlnimu pocitani — pomalej§imu v tom smyslu,
potfebny ¢as na urceni poctu roste s velikosti skupiny. Na
obr. 1 je empirickd kifivka rostouci Cetnosti chyb a
prodluzujiciho se reakéniho Casu v zédvislosti na velikosti
skupiny (adaptovano z [11]).

Smysl pro pocet (stejné€ jako kterykoliv jiny smysl)
ma svij horizont. Obecné slovem ,horizont“ odkazuji
k pomyslné a vzdy neurc€ité hranici, na niz doty¢ny smysl
(pro néco) pfestava tim ¢i onim zplisobem plnit svou
ulohu. Zpravidla to byva horizont (¢i prah) rozliSitelnosti,
citlivosti, pfistupnosti ¢i pfipustnosti; mluvit o nécem
»za“ takovym horizontem Ize jedin¢ radikalnim
prechodem k jinému diskurzu ¢i k jiné perspektive, coz
muze byt napiiklad néjaka objektivni metoda méfeni
anebo né&jaky jiny ,,smysl pro néco“ (tj. smysl pro néco
jiného). V nasem piipadé by se ve svétle fecené¢ho dalo
smyslu pro pocet piisoudit dva odlisSné horizonty:

Termin se mi nezda vhodny pro ¢estinu, budu proto nadale
mluvit o “pfimém nazirdni.



horizont pfimého nazirani poctu (subitizing) a horizont
prakticky proveditelného ordinalniho pocitani. Tyto
horizonty ohranicuji v prvnim piipadé ,,malé*, ve druhém
»sttedné velké® pocty — takto Ize vSak disledné mluvit
jen jakoby z objektivniho (zde aritmetického) pohledu,
ten teoreticky pfipousti i ,velmi velké“ pocty
(odpovidajici neohrani¢ené posloupnosti ptirozenych
¢isel; v té souvislosti odkazuji na pojem horizontu C¢i
obzoru v pojeti Petra Vopénky [22]).

Dalsi dualezitd véc: zaved'me si termin pocetnost pro
situaci, kdy néceho je nesporné a neproblematicky hodné,
pricemz skute¢ny pocet je nedulezity (fikame: bezpocet),
nebo dokonce nesmyslny (paradoxy ,nepo&tu“®).
Nicméné pro takové piipady lze uvazovat o specifickém
vnitfnim smyslu, totiz smyslu pro pocetnost, ktery se zda
byt dokonce prirozengjsi a pavodnéj$i nez smysl pro
pocet. Smysl pro pocetnost obecné nepredpoklada smysl
pro pocet (tj. specidlné¢ schopnost pocitat prvky), ba
neptedpoklada ani znalost pojmu pocet. K tomu, abych si
vS§iml, Ze na no¢nim nebi je hodné hvézd, nepotiebuji
hvézdy pocitat. Hromadu pisku nebo kulometnou palbu
mohu povazovat za jediny objekt (resp. udalost), i kdyz
vim, Ze hromada sestdva z jednotlivych zrnek a palba
z jednotlivych stfel — pocitat zrnka ¢i stiely nemusim,
prosté staci, ze jich je (z mého hlediska) opravdu hodné.

Pojem smyslu pro pocetnost mizeme dale zpiesnit
tak, aby pokryl i schopnost poznat, ze n¢jaké seskupeni
prvkl se zvétsilo nebo zmensilo nebo (Iépe), Ze jedno
seskupeni prvkil je vetsi nebo mensi nez jiné seskupeni.
Dalo by se fict, Ze smysl pro pocetnost svym zplsobem
propojuje smysl pro pocet se smyslem pro prostor
(velikost) a Cas (trvani).

Nekteti autofi hovofi o numerickem smyslu (number
sense) jako o ,,schopnosti rychle chapat, odhadovat a
manipulovat s numerickymi kvantitami“ [5]. Nedo-
mnivdm se, Ze obecnd schopnost prakticky pocitat
(urCovat pocet prvki ve skuping, at uz pfimym
naziranim, ordindlnim pocitdnim nebo jinak) je nutnou
podminkou pro numericky smysl. Zda se tudiz, ze lze
vystalit se dvéma elementdrnimi vnitfnimi smysly —
smyslem pro pocet a smyslem pro pocetnost (s rozliSenim
vétSi—-mensi). Ty by spolu byly zakladem pokrocilejsiho,
numerického smyslu, vposledku i smyslu pro abstraktni
Cisla a zakladni aritmetické operace.

3 Jak pocitaji zvirata

Naznacil jsem, Ze obecny smysl pro Cisla a aritmetiku by
mohl byt zalozen na elementarngjSich ¢i plivodnéjsich

6 Poget (objektivné) neexisuje, je vSak myslitelny spodni i horni
odhad, takze formaln¢ se 1ze uchylit k tzv. intervalové
aritmetice.

vnitfnich smyslech (pro pocet a pro pocetnost). Prvni, co
nas napadne, je asi otazka, jak se tyto smysly asi vyvijely
v pfirod€, co ztoho bylo evolu¢né diiv a co pozdéji.
Dosti hypotetickym a nepfimym podkladem evolu¢nich
uvah mohou byt pozorované schopnosti soucasnych
zivo¢isnych druhd a (za prevladajiciho darwinovského
paradigmatu) by tyto schopnosti byly zkoumany ve svétle
hypotéz o jejich piipadnych evolucnich vyhodach.
Empiricky material je celkem k dispozici, v odborné
literatufe se stale vic objevuji studie o zvifatech
projevujicich pozoruhodné schopnosti rozliSovat (malé)
pocty a — jak se o tom dokonce nékdy piSe — provadet
elementarni aritmetické operace (viz napt. [12, 13]).

Lze se domnivat, Ze piivodni ,,numerické* dovednosti
nebyly zaloZzeny na procesu postupného (ordinalniho)
pocitani. SpisSe to mohly byt schopnosti dvojiho typu: (1)
schopnost pfimym naziranim poznavat malé pocty (napf.
vajec, mlad’at, ¢lent tlupy) a (2) schopnost bez pocitani
rozliSit mensi od vétSich mnozstvi (zrni, ovoce, much), ve
smyslu Jamesova bonmotu: ,,vice nez vice je vice nez
méné“ [2]. Teprve o hodné pozd¢ji, nejspis uz jako lidé,
jsme se naucili ordinaln€ pocitat, a jesté pozd¢€ji zachazet
s abstraktnim pojmem ¢isla, s aritmetickymi operacemi a
s pfedstavou ¢iselné osy pfirozenych (a posléze redlnych)
gisel. Cisla se rozmnozila a vétdina z nich unikla za
horizont smyslu pro konkrétni pocet.

Rada experimentil nas opraviiuje piisuzovat zvifatim
predev§im smysl pro (malé¢) pocty. Ruzné studie
dokladaji tento smysl u primatd (hlavné Simpanzt),
slonti, obojzivelnikd, ptakti, dokonce i ryb a vcel [12].
Rekord maji Ctyfdenni kutfata (u nichZz nelze
predpokladat, ze byla trénovéana), ktera byla udajné
schopna urcit, ze 1 + 2 je vicnez 4 — 2, ze 0 + 3 je vic nez
5—-3aze4-1jevicnez 1+ 1. Doporucuji vsak jistou
opatrnost pfi interpretaci takovychto experimentl.
Badatelé v oboru zvifeci kognice se ¢asto uchyluji k riz-
nym impresivnim formulacim, jako napf. ,,rozpozndvani
¢isel”“ nebo 1 ,aritmetické dovednosti“. Analyzoval jsem
si nékolik studii a zjistil jsem, za prvé, Ze experimenty se
vzdy tykaly poctd né&jakych specifickych objektu,
zpravidla relevantnich pro Zzivot daného druhu (vejce,
potraviny apod.). Slo tedy o poéty, nikoliv ¢&isla. Za
druhé, ve vétSin€é pripadd bylo mozno testované
dovednosti vysvétlit Cisté schopnosti rozliSovat jen mezi
veétsi a menSi pocetnosti, bez potieby piikroc€it ke
skutecnému pocitani. (Undhlené vyroky o ,aritme-
tickych® schopnostech zvitat jsou ovlivnény jednak tim,
ze pocetnost se u malych skupin redukuje na pocet, a
jednak ze ¢loveék ma ve zvyku uzivat aritmetické operace
i u malych poctl, kdy by se dalo spolehnout na piimé
nazirani.)

Hypotézy o evolu¢nim plvodu smyslu pro pocty a
Cisla lze opirat o dva typy argumentii. Jeden byl jiz
zminén: poukazovat na zjevné evolu¢ni vyhody té ¢i oné



dovednosti. Takové argumenty vypadaji piresveédCive,
chybi jim vSak (dosud) nalezity geneticky podklad.
Druhy typ argumentace mize mit spiSe logickou povahu.
Tak tfeba smysl pro pocet nutné predpoklada dalsi,
soubézné¢ vyvijené anebo jiz vyvinuté vnitini smysly,
naptiklad smysl pro stejnost a riiznost — presnéji feceno,
smysl pro individualitu jednotlivych prvkd skupiny a
soucasné smysl pro jistou jejich konkrétni podobnost, bez
niz by skupina nebyla skupinou. Tento ptredpoklad plati i
pro piimé nazirani malych pocti: dvé rtzné tecky téze
dvojtecky, tfi rizné nozky téze trojnozky apod. (V této
souvislosti pon¢kud piekvapuje, ze James umistil smysl
pro rozdil a podobnost az do dalsi, ctvrté etapy formovani
elementarnich mentalnich kategorii.)

4 Reprezentace ¢isel

Jak jsme si my, lidé, vyvinuli smys! pro cisla, rozumi se
pro abstraktni ¢isla, jako pro néco, co inherentné souvisi
s pocCty, avSak bez vazby na to, co je pocitano? Uvazovat
a mluvit lidskym zptisobem o abstraktnich cislech je
mozné jediné za pomoci patfi¢né slovni nebo symbolické
reprezentace Cisel. (V tomto ohledu nesdilim néazor
nekterych autordl, jako je naptiklad znamy neurovédec
Jean-Pierre Changeux ¢i vySe citovany Stanislas
Dehaene, ktefi ztotoziiuji smysl pro cisla s aktivaci
specializovanych neuronalnich obvodt v mozku — coz by
melo platit o ¢loveéku stejn¢ jako o zvitatech. Dle téchto
autorl zachdzeni s numerickymi kvantitami nevyzaduje
ani fe¢ ani védomi, sta¢i mozek.)

Pojem reprezentace piedpokladd urcité rozliseni — co
se reprezentuje ¢im —, pficemz b&zny vyznam Ceského
slova ,,Cislo” je polyvalentni (mame dokonce i Cisla
telefonni a popisnd). Proto k odliSeni (abstraktnich) Cisel
od jejich reprezentaci budu ve druhém vyznamu disledné
uzivat slovo ,&islovka“ (viz kap. 1). Cislovky nicméné
chapejme v co nejobecnéjSim smyslu, nejen jako slova
(,jedna®, ,dveé“, ,tii,...) a jejich kombinace (,tficet
Sest®), ale i jako kterékoliv jiné dohodnuté symboly ¢i
seskupeni symbolil urCenych k reprezentovani Ccisel.
Mohou to byt grafické znaky (1, 2, 3, 4, ..., nebo 01, 10,
11, 100,..., nebo I, II, III, 1V,...), ba i jiné reprezentace
(aspon pro ucely této studie), napiiklad geometrické
tvary, bud’ kreslené nebo predstavované v mysli (viz kap.
8), nebo signdly pro jiné percepcni smysly (sluch, hmat).

Abychom se vyhnuli nedorozumeéni: nepfedpokladam,
ze Cislovky jsou vzdy odvozeny i zavislé na jiz pfedem
existujici predstavé ¢i pojmu (abstraktniho) ¢isla, jak by
k tomu navadélo samo sloveso “reprezentovat™. V naSem
pojeti mohou byt Cislovky stejn€ dobfe pfifazeny ptimo
poctim. V tom pfipadé nejprimitivnéjSi a nejméné
usporna by byla reprezentace analogickd (téz zvana
unarni), kdy Cislovky reprezentuji dany pocet stejnym

poctem né&jakych znacek (tecek, Carek, zafezd, uzli
apod.), poptipadé i zvuki (adert zvonu).

Je znamo, Ze mnoho lidskych kultur uzivéa analogické
¢islovky pro tfi, nékdy ctyfi i pét nejmensSich Cisel (Ci
poctll), pro né€z je pfimé nazirani poctu jest¢ spolehlivé
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Obr. 2 Symbolicka reprezentace prvnich ¢isel
v riiznych notacich (podle [14]).

(viz obr. 2). Pro vétsi Cisla se uzivaji dilem specilni
symboly, dilem juxtapozice (zfetézeni) mensich Cislovek
— ptiklad druhého typu je bézny desitkovy pozi¢ni
systém.” Princip juxtapozice svou iterativnosti eliminuje
principialni omezeni na velikost reprezentovaného ¢isla a
tim nas osvobozuje od piedpokladu, Ze néco je Cislem jen
tehdy, kdyz reprezentuje n€jaky prirozeny pocet (tj. pocet
veci v ,,nasem™ svéte). Bez tohoto piredpokladu l1ze myslet
Cisla ,,jako takova“, rodi se abstraktni pojem Cisla.

V tuto chvili se mtizeme vratit k otdzce ze zacatku
této kapitoly (kde se vzal smysl pro cisla?). Stézi se
dozijeme empirické odpoveédi na tuto otazku, nic vSak
nebrani si hrat se spekulacemi. Dobra, piedstavme si
zkusmo a na zaklad¢ ptredchozich tvah vyvoj ¢iselného
smyslu u naSich davnych predki, a to v né€kolika stadiich,
které se navzajem asi vselijak prolinaji a zpétné ovliviiuji
(a postupem casu jsou spiSe kulturné nez evolucné
prenasené mezi generacemi):

(1) Smysl pro stejnost a riznost.

(2) Smysl pro malé, pfimo nazirané pocty (néceho
konkrétniho) a na ném zcela nezavisly smysl pro
pocetnost (viz pfedchozi kapitolu).

7 Zde nemohu nez vzpomenout na Funese, hrdinu Borgesovy
povidky ,,Funes, muz se zdzraénou pameéti“ ([23], s. 111-122).
Funesovi se znelibil princip juxtapozice a rozhodl se pro kazdé
¢islo vymyslet nové individualni jméno. V nékolika dnech
dospél ve své originalni ¢iselné soustave za Cislo dvacet Ctyfi
tisic.



(3) Jakasi velmi primitivni ,konkrétni aritmetika® nad
témito pocCty (po useknuti prstu se pét prsti zmeéni
na Ctyfi prsty).

(4) Tato aritmetika umoziuje fyzicky a poté i mentaln¢
zvétSovat ¢i zmenSovat pocet (jednoho a téhoz)
a/nebo r1izné pocty (ope€t téhoz) mezi sebou
porovnavat (prstll na jedné ruce je méné nez prsti
na obou rukach).

(5) Pfichazi velky mentalni skok: poznani, zZe pocet
a pocetnost (vztazeno k témuz souboru) spolu svym
zpisobem souvisi.

(6) Ordinalni pocitani prvka ve vétsich souborech.

(7) Druhy velky mentalni skok: poznani, Ze pocet
néceho né&jak souvisi s poctem néceho jiného;
prinejmensim Ize oba pocty spolu porovnavat.

(8) Pocet néceho dilezitého (plodd, déti, ovci, kanoi)
Ize porovnavat s poctem néceho nahradniho (tecek,
carek, zarezu, uzll).

(9) Cislovky.

(10) Cisla.

(11) Ciselna osa nebo jina potencialni reprezentace
mnoziny vSech Cisel.

(12) Aritmetické operace.

(13) Formalni aritmetika (teorie pfirozenych cisel).

Posledni tii stadia jsem trochu odbyl, nejsou tématem
této prace. Z hlediska kognitivni védy jsou asi
nejdilezitéjsi dva prechody: od (5) k (6) a od (8) k (10).
V prvém prechodu ¢loveék vykrocil od malych, pfimo
naziranych pocti smérem k velkym poctim, zatimco ve
druhém piechodu vykro¢il od pocth k Cislim. Zda
¢islovky predchazely cisla anebo ¢isla ¢islovky, nevim,
vidél bych to spis jako hermeneuticky kruh.

Pro vztah cisel a Cislovek jsou zajimavé poznatky S.
Bellera a A. Benderové [15] o tom, ze né&které jazyky
(napf. polynézské) si dodnes zachovaly specifické
¢islovky podle typu pocitanych véci — naptiklad, zda jde
o0 nastroje, plody pandanu, plody chlebovniku, chobotnice
apod. (vSak i my méme své parky, tucty, kopy, mandele a
veletucty). Neni jednota v nazoru, zda objektove
specifické Cislovky pfedchazely abstraktni pojem Cisla a
Ciselné osy, anebo naopak. Ja si ve svétle predchozich
uvah myslim, Ze ano, kdezto Beller a Benderova
argumentuji ve prospéch opacné hypotézy.

5 Tanec s €isly

Na predchozi uvahy by se dalo navazat zkoumanim
vzajemnych inherentnich vztahi mezi tfemi variantami
pred-aritmetického smyslu pro ¢isla a na nich zalozenych
konceptualizaci. Jak uz vime, jsou to: (1) ¢isla jako pocty

identifikovatelnych (viditelnych ¢i jinak vnimatelnych)
entit, (2) abstraktni ¢isla (neviditelna a nehmatatelna,
pouze pomyslna) a (3) Cisla ztotoznénd s c¢islovkami toho
¢i onoho typu (a tudiz viditelnd, sdélitelnd a pama-
tovatelnd). Bylo by jisté¢ zajimavé se zamyslet, jak tyto
jednotlivé varianty mohou poslouzit jako podklad
pro intuitivni pfedstavu o potencidlnim nekonecnu.
V prvém pripadé si mizeme piedstavovat postupny
nardst pocetnosti prvkli néjaké skupiny, coz nepodléha
ani jednomu z horizontli zminénych v kap. 2 (nemusi se
totiZ nic pocitat, je tu jen ten nardst), v druhém piipad¢ si
mizeme vymyslet dal§i a dalsi formalni definice
extrémné velkych ¢isel® (aniz bychom &ekali, Ze to nékdy
skon¢i), v tfetim ptipad¢ si prosté¢ uvédomime, Ze systém
¢islovek s juxtapozici nema principidlni omezeni
(principidlni v tom smyslu, Ze odhlizime od fyzického
prostoru, ¢asu ¢i paméti pro Cislovky samotné).

Zkusme oteviit pon¢kud jiny okruh otazek, které by
mohly fict néco podstatného o lidské kognici a védomi.
Zkousim se ponoftit hloub¢ji do nitra své mysli a ptam se,
co si to vibec predstavuji, kdyZ myslim na néjaké ¢islo.
Je-li to pfedstava vizudlni, co vidim? Je to pfedstava
piesna, nebo je to spiSe neurcitd mnozina podobnych
Cisel? Jak je takova predstava ovlivnéna velikosti
predstavovaného Ccisla, jeho aritmetickymi vlastnostmi,
popiipadé zptisobem, jak mi bylo ¢islo prezentovano —
zda explicitné (v podob& pocétu néceho nebo v podobé
¢islovky) nebo implicitné, pomoci aritmetické definice
(napt.: ,,nejmensi liché prvocislo®)? Nebo jinak?

Dovolim si uvazovat trochu spekulativné. Jsme-li
schopni pfimo nazirat (bez pocitani) malé pocty, co nam
principiadln¢ brani takto piimo ,vidét“ i daleko vétsi
pocty, nebo dokonce Cisla, ktera nejsou poctem niceho?
V nasi kulture jsme piilis v zajeti slov, grafickych znakd,
aritmetickych operaci a ovSem i linearniho uspotadani
¢isel . Vidim to sam na sob¢: slySim ,,tficetSest™ a bud’ mi
naskoCi vizualni predstava dvouciferné cislovky ,,36%,
nebo mi v duchu zazni ,,Sest—krat-—Sest™ (zafixovalo se mi
to na obecné Skole v hodinach nasobilky), nebo mé tfeba
i napadne formule ,,36 = 2°x 3® “ (mam-li v oblib&
prvociselné rozklady), pfipadné i tecku na myslené ose
¢isel. Kupodivu si (aspon ja) nepredstavim rad¢€ji tieba
¢tverec ztecek o Sesti fadcich a Sesti sloupcich nebo
hranol z kostek, Ctyfi vodorovné, tfi svisle a tfi dozadu.
Pro¢? Takovéto geometrické tvary bychom si piece
daleko 1épe predstavovali, pamatovali, ba mohli si s nimi
v duchu vselijak zajimavé hrat. Zkuste si tfeba predstavit,

8 O formalnim zéapisu extrémé velkych Cisel existuje bohata
literatura (staci si oteviit Wikipedii pod heslem ,,large
numbers®). Jde vétsinou o Cisla ,,nepfirozena™ v tom smyslu,
ze pokud jim odpovidaji néjaké pocty, pak jsou to pocty opét
jen Cisel.



ze vas vnitini zrak by vidél ¢isla v podobé zprohybanych
barevnych linii o rizné tloust'ce, jako na obr 3 od malife
Zdenka Sykory. Bezpochyby by s tim bylo spojeno
mnoho problémd, ale co kdyby $lo tieba fesit aritmetické
ulohy mentalnim pohybem takovych linii? PfinejmensSim
pro ty z vas, kdo mate obrazovou pfedstavivost i pamét’,
by se horizont pfimého nazirani ¢isel posunul podstatné
dal.

Budeme si trochu hrat. Na obr. 4 je ptiklad mozného
zptsobu, jak odvodit “tvar” (relativné malého) Ccisla
piimo z analogické reprezentace poctil (poctem tecek).
V prvni fadé je devét skupin o rlzném poctu tecek
(singleton, dvojice, trojice, ...az devitice). Zafixujme
v téchto skupinach vzajemné polohy tecek (v druhé fadeé
na obr. 4 vyznaceno modrymi spojnicemi), takze jiz
muzeme zapomenout na tecky a vysledné tvary (v teti
fad€) povazovat ptfimo za Cislovky (Ci za Cislice). Jak je
snadno vidét, jednotlivé tvary vznikly prostou juxtapozici
nekterych predchozich tvard; diky podobné juxtapozici
(tfeba 1 trojrozmérné) by bylo mozno reprezentovat
daleko vétsi pocty (Ci cisla). Tato reprezentace by pro
rychlé piimé nazirdni Cisel (subitizing) a pro jejich
mentalni obrazy byla jist¢ vhodnéjsi nez bézny dekadicky
nebo binarni jednosmérny pozi¢ni systém. (Jsem dalek si
nechat popsanou reprezentaci patentovat — vSe, co zde
pisi, nepovazuji za vic nez heuristické voditko k hlubsim
teoretickym spekulacim. Ostatné viz kap. 8.)

Neni vylouceno, ze urcitd vloha pro tvarovou
reprezentaci pocti a Cisel latentné diimé kdesi hluboko
pod hladinou lidského védomi (podobné jako vloha pro
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Obr. 4 Konstrukce nestandardnich ¢islovek
(Cislic) z analogové reprezentace poctu.

rozpoznavani lidskych tvaii). Jenom ji neumime probudit
a vyuzit. Nesmyslna fantazie, feknete. Ne tak docela.
Existuji hypotézy, Ze genialni autisté s mimotradnymi
poctarskymi dovednostmi uzivaji synestetickou mentalni
reprezentaci Cisel v jinych nez pfirozenych percepénich
modalitach, tj jako objekty vizualni, sluchové, taktilni
apod., ¢i mozna i objekty dynamické. Jako piiklad Ize

uvést neuvefitelného Daniela Tammeta (proslaveného
rekordem v pamatovani si €isla m, jehoz prvnich 22,514
¢islic desetinného rozvoje byl schopen odfikat zpaméti).
Cituji nekolik aryvki z jeho vlastni reflexe [16]:
Abstraktni informaci — naptiklad c¢isla — jsem si vzdy
predstavoval ve vizualni dynamické podob&. Cisla v mé
hlavé nabyvaji slozity, mnoharozmérny tvar, s nimz mohu
manipulovat, abych ziskal vysledky scitani nebo je
porovnavat, abych urcil, zda to jsou nebo nejsou prvocisla.
[...] V mé mysli jsou ¢isla a slova nééim daleko vic nez

-

Obr. 3. Zdengk Sykora, Line ¢ 56, 1988

inkoustové klikyhéky na papife. Maji tvar, barvu, texturu
apod. Zjevovaly se mi jako zivé, a proto jsem je jako dité
povazoval za své ,ptatele.” [...] Nechroustdm Ccisla jako
pocitac¢, spi§ si s nimi tan¢im. [...] Pfekvapuje mée, ze jini
lidé nemysli stejné jako ja. Nemohu si predstavit svét, v
némz by ¢isla a slova byla jind, nez jak je prozivam ja! [...]
Tvary mych ¢isel maji sémanticky vyznam, coz znamena,
ze jsem schopen vizualizovat jejich vztah k jinym c¢islim.
Jednoduchym ptikladem by mohlo byt ¢islo 37, které je
zmolkovité jako ovesnd mouka, nebo ¢islo 111, které je
podobné zmolkovité, ale téz zakulacené jako <&islo tfi
(protoze to je 37 x 3).
Jde o vyjimecny pfipad v tom, Ze zazraény poctar byl
schopen dat zprdvu o své vnitini zkuSenosti. Neni divu,
ze takové sdé€leni vyvola vic otazek nez odpovédi. Jak
jsem jiz poznamenal, v soucasnych diskusich se pied-
poklada, ze vysvétleni poskytne studium mozku — tento
nazor ani moc nepiekvapuje v dobé piekotného rozvoje
zobrazovacich metod. Nemyslim si vSak, Ze bychom
mohli studiem mozku ziskat pfimé a platné odpovédi na
fenomenalné formulované otazky o subjektivni zkuSe-
nosti. Rekne-li Tammet, Ze ¢&isla ,,nabyvaji slozity,
mnoharozmérny tvar“ nebo Ze si ,,Snimi zatancuje,”
prilis to neurovédcim nepomize v jejich hledani
korespondujicich jevl ¢i d€ji v mozku. Tim v Zadném
pfipadé nechci tvrdit, ze Tammetovo liceni nedava smysl
— spiSe naopak, domnivam se, Ze jeho vypovédi fikaji
svym metaforickym jazykem o lidské mysli vic, nez
cokoliv, co by byl neurovédec schopen popsat na zakladé
neuronalni dynamiky.



6 Tajemstvi prvociselnych dvojcat

Nechci mast, nejde o dvojice prvocisel lisicich se jen o
dvojku. Mam na mysli Johna a Michaela, proslavena
silné retardovand autistickd dvojcata, ktera studoval
Oliver Sacks v 60. letech minulého stoleti [17]. Pfistihl je
jednou, jak si hbit¢ vymyslela a vzajemné sdélovala
Sestimistna prvocisla a tdajné to za Sacksovy asistence
dotahla i na hodn€ vétsi prvocisla, az vznikl problém, jak
je oveéfovat — k udivu ndm ovsem staci i ta Sestimistna.

Nemam v umyslu se zde zabyvat moznymi dasledky

Sacksova pfipadu s dvojcaty pro neurovédu nebo
psychologii — chci jej uzit ke spekulativnim tvahadm
vjiném sméru, totiz jak lidské védomi ¢i spise
podvédomi mutze vibec zachazet svelkymi Cisly.
Dilezitd pfi tom je skuteCnost, ze doty¢na dvojcata
neuméla provadét ani jednoduché aritmetické operace,
jako je scitani nebo od¢itani, a uz viilbec nechapala, co je
to déleni nebo nasobeni ([17], s. 204). Stoji za to ocitovat
uryvek ze Sacksova vlastniho li¢eni situace, jeho setkani
s Johnem and Michaelem (tamt., s. 208):

[Sledéli v kouté, tajemné se usmivali, jak jsem to u nich

jesté nikdy nevidél; uzivali si néjaké skryté spolecné radosti

a pohody. Zustal jsem potichu, abych je nevyrusil. Bavili se

néjakou neznamou, Cisté numerickou hrou: John vyslovil

néjaké Sestimistné Cislo; Michael ¢islo opakoval, pfikyvl a

usmal se. Vypadal, jako by to ¢islo vychutnaval, ptevaloval

na jazyku. Pak zase on vyslovil Sestimistné ¢islo, Michael
ho pftijal a vychutnal. Zpovzdali vypadali jako dva kostéfi,

kteti si pfedavaji vina vzacnych chuti a viini. Nevidéli me¢ a

jéa jsem zustal potichu, o¢arovan a pln¢ zaujat.

Sacks si pohotové Cisla zapsal a pozdéji v knize
numerickych tabulek objevil, Ze ona Sesticiferna cisla
byla prvocisla! Piisti den chtél dvojCata piekvapit a
zkusil to s osmicifernym prvocislem. Dvojcata po kratké
pauze soucasn¢ vyprskla smichy. Hra s prvocisly
pokracovala dalsi dny za rostouci délky cislovek, az
dvojcata prisp€la s dvaceticifernym ¢islem, pro néz Sacks
uz nebyl schopen zjistit, zda jsou to prvocisla (tehdy jeste
neexistovala Wikipedie).

Upozoriiuji na tii — pro nas relevantni — privodni jevy

¢innosti dvojcat:

(1) Néapadné emocni zaujeti pro prvocisla;

(2) Reakce dvojcat jsou mirn€é zpozdéné, a to tak, ze
¢im vétsi pocet cifer (¢im delsi Cislovka), tim
déle jim trva nalézt nebo rozpoznat prvocislo
(typicky nékolik minut);

(3) Jsou naznaky, ze jistou dualezitou roli pfi tom
hraje vizualizace.

Tento posledni bod je podlozen pozorovanim dvojcat
pii jinych numerickych vykonech, jako jsou (stejné

obdivuhodné) kalendafové vypocty. Sacks referuje ([17],
s. 204):

Pii ,,vypoctu* mizeme sledovat, jak se pohybuji a potom

ustrnou jejich oci, jako by ohledavaly né&jakou wvnitini

krajinu [...], jako by méli vnitini ,,vidéni“, jako by
dochézelo k vizualizaci [...]

Zustane navzdy zahadou, co se d€¢lo v myslich onéch
dvojcat — jediné, co sama byla schopna sdélit, zZe to néjak
prosteé vidi.

Neni divu, ze pfipad vzbudil velky zajem a objevilo

se jiz n€kolik pokusti vysvétlit prvociselné schopnosti
dvojcat (viz napt. [18], [24]). VétSinou se zakladaji na
aritmetickych vlastnostech prvocisel a na znamych
algoritmech.’
Prikladem mtze byt studie A. W. Snydera and D. J.
Mitchella [24]; jeji autofi se domnivaji, ze slozité
aritmetické kalkulace (nasobeni velkych ¢isel, de€leni,
faktorizace apod.) jsou jiz né&jak zabudovany v mozku
kazdého z nas (jak a pro¢ nefikaji), ale ze k nim — na
rozdil od zazraénych autistickych poc¢taii — nemame
efektivni pristup. V pozadi jejich teorie je presvédceni, ze
(a) vSe dulezité se odehrdva na neuronalni Grovni, (b) Ze
identifikace prvocisel automaticky vyzaduje znalost
standardnich aritmetickych operaci a (c) Ze vSichni mame
(tj. nase mozky maji) v principu stejné latentni
dovednosti.S ni¢im z toho nesouhlasim (coz neznamena,
ze jsem piesvédCen o opaku). Vybral jsem si bod (b),
ktery chci zproblematizovat ad hoc vymySlenym
prikladem nize.

7 Prvodisla bez aritmetiky

V ptedchozi kapitole jsem uvedl tfi pravodni jevy
pozorované na Sacksovych dvojcatech; druhy jev
(prodleva v reakci) napovida, Ze pti produkovani nebo
rozpoznavani prvocisel hraje roli né&jakd vnitini
procedura (tak bychom to nazyvali my), kterd potiebuje
Cas. Pravda, je to Cas celkem kratky ve srovnani s
teoretickymi prvociselnymi algoritmy, nikoliv vSak
zanedbatelny ve srovnani s pfimym naziranim malych
pocti (u kohokoliv), anebo i vétSich pocti (u
vyjime¢nych autistickych jedinci). Snad by se u naSich
prvociselnych dvojcéat dalo uvazovat o vhodném
propojeni piimého nazirani tvarG a néjaké nearitmetické
procedury zalozené na mentalni manipulaci s urcitymi
tvarovymi vizualnimi pfedstavami. V takovém piipadé by
nebylo jiz t€¢zké predpokladat, Zze takové vizudlni tvary
jsou celé anebo Castecné uchovavany v nevédomi, stejné

°Mimochodem teprve nedavno byl objeven deterministicky
algoritmus na rozpoznavani prvocisel, ktery je polynomialni
v Case [19].



jako bezpocet tvaii nasich zndmych, tieba i vSech osob,
s nimiz jsme se kdy setkali.

Na piikladu ukazi, ze podobnd procedura pro
poznévani prvocisel je myslitelnd, a to az podeziele
snadno. Predesilam, ze se tim nehodlam pokouset o
vysvétleni konkrétnich schopnosti Sacksovych dvojcat (ta
si ostatné prvocisla nejspi$ fikala anglicky), ani jinych
zéazraénych poctari. Jde mi spiSe o jakysi mySlenkovy
experiment: ukazat, Ze je principidlné mozné rozpoznat
prvociselny pocet bez pouziti obvyklé aritmetiky.

Moznéa si pamatujete, jak jsem se v kap. 5 letmo
zminil o moznosti ,,vidét” ¢islo 36 v podobé ctverce z te-
¢ek usporadanych v Sesti fadcich a Sesti sloupcich. Dobra,
uvazujme nyni libovolnou skupinu tecek, nebo radéji
kulicek (nebo kosticek nebo vojakti — jak chcete, ja
zustanu u kuli¢ek). Vime, Ze pokud se tuto skupinu
nepodafi preskupit do tvaru netrividlniho obdélnika,'
odpovida pocet kulicek prvocislu. Stac¢i tedy
systematicky presouvat prebyteéné kulicky vzdy do
nového sloupce a jen sledovat, zda vzniknul netrivialni
obdélnik. Pokud ano, neni pocet kulicek prvocislem.
Pokud naopak nékolik kuli¢ek piebyva, lze je piesunout
vzdy do netplného, popiipadé do nového sloupce.
Cinnost se opakuje, v krajnim ptipadé tvoii cela skupina
kuli¢ek jedinou tadu, coz znamena, Ze pocet kuli¢ek je
prvocislo.

Na obr. 5 je blokové schéma jedné z moznych
implementaci této procedury, pfi niZ by se piesouvaly
opravdové kulicky uvnitf prostoru omezeného sténami,
znichz jedna je pohybliva — jde tedy o fyzickou
implementaci. Bylo by jist¢ snadné tuto proceduru
naprogramovat i pro pocita¢ (coz je vSak ptfesné to, o¢
nam zde nejde).

Vsimnéme si nékolika vlastnosti popsané (nebo
podobné) procedury, které by pro naSe ucely mohly mit
vyznam:

(1) Proceduru lze v principu realizovat tézZ v pouhé
vizualni predstavé, obdobn¢ jako si Sachisté
predstavuji budouci tahy na Sachovnici.

(2) Nicméné takova cCist¢ pomyslna realizace by pro
prilis velké (tj. pocetné) skupiny diive ¢i pozdéji
narazila na biologické nebo psychologické hranice.

(3) S rostouci velikosti skupiny roste pocet kroki, které
je tfeba vykonat (pfesouvani kuli¢ek, testovani
obdélnika) a tedy i potfebny ¢as.''

1° Obdéinikem zde nazyvam seskupeni néjakych entit ve tvaru
pravidelné miizky s pevnym poctem sloupcii a fad. Samotny
sloupec nebo samotna tada je trivialni obdélnik.

"'Pro n kuli¢ek je odhad Gasovych narokd procedury tmérny n
(coz je maximalni pocet piesunt jednotlivych kulicek) nebo n
(pocitdme-li jen hromadné pfesuny ptfebyvajicich kulicek).

(4) Procedura nevyzaduje zadnou informaci o tom, kolik
prvki (kulicek) testovana skupina skutecné ma.

(5) Rovnéz nevyzaduje pracovni pamét pro né&jaké
mezivysledky.

I nasype do dvojsloupce |

A (T TTITIITIT)
ANO

posledni sloupec niZzsi
neZ predposledni ?

o

odsuh zdtarasu

presuri nejvy3si fadu
o primér kuli¢ky

do posledniho sloupce | B

Obr. 5 Procedura rozpoznavani prvociselného
poctu presouvanim kulicek.

Jaké  kognitivni  schopnosti  takova  procedura
predpoklada? Zhruba feceno tyto: (a) schopnost roz-
poznat obdélnikovy tvar, (b) schopnost identifikovat
piebytecné prvky a (c) presouvat je jednu po druhé nebo
hromadné na urCené misto, (d) jistotu, ze skupina ma
stale stejny pocet prvkl (konstantni pocetnost). Mezi
predpoklady neni znalost aritmetickych operaci (snad
s vyjimkou (d), i kdyz konstantni pocetnost neni tfeba
ovefovat aktudlnim pocitanim prvkd — v tom je fyzicka
realizace spolehlivéj$i nez mentalni).

8 Cisla zkroucena do ¢islovek

Procedura rozpoznani prvocisel z ptredchozi kapitoly je
sice univerzalni v tom smyslu, Ze nezavisi na velikosti
testovaného souboru prvkid, existuji vSak drasticka
omezeni na fyzickou i imaginativni realizaci. Procedura
je omezena na reprezentace Cisel v podobé poctu prvkl
n¢jaké skupiny; vykony autistickych dvojcat sice
povazujeme za zazratné, myslet si vSak, Ze ve svych
hlavach pfesouvaji z mista na misto miliony imaginarnich
kuli¢ek by uz bylo trochu moc.

Dostavame se tak k jinému tématu: jaké by mohly byt
dalsi mentalni reprezentace <cCisel a o jakych



transformacich z jedné reprezentace na jinou by S$lo
principialné uvazovat pro mentalni imaginaci.

Zatim jsme se vlastné setkali jen se dvéma
konkrétnimi typy reprezentace: Cislo vyjadfené poctem
(n&Ceho, tieba kulicek) a cislo vyjadiené cislovkou v
(n&jaké) pozicni soustavé (Cislovka jako slovni druh je
v zapadnich jazycich vice méné slovnim vyjadienim
¢islovek desitkové soustave). V této kapitole uvedu —
opét jen jako nezdvazny myslenkovy experiment —
piiklad relativné jednoduchého prekladu z obvyklé
reprezentace Cisel v pozi¢ni soustave (desitkové, to vSak
neni podstatné) do uméle vytvotfenych (totiz mnou vy-
myslenych) grafickych ,¢islovek®™, které maji potenci
reprezentovat i obrovska Cisla, a to jen svym tvarem,
zameérné¢ takovym, aby dovoloval pfimé nazirani
(rozpoznani na jeden pohled, viz kap. 2).

V zajmu konkrétnosti zacnéme malym souborem —
oznacme jej Ny—, obsahujicim devét znakd-Cislic z obr. 4
(mohlo by to byt cokoliv jiného, napt. arabské ¢islice, zde
jen chci potladit tendenci automaticky ztotoznovat Cislice
s ¢isly). Nebudeme tento soubor dale rozsitovat (vime, ze
by to bylo snadné pomoci dvousmérné juxtapozice),
nybrz budeme N, povazovat za prvni, nejjednodussi a
nakonec vlastné skrytou reprezenta¢ni uroven. (Soudim
totiz, Ze pro reprezentaci muze byt dilezité, ma-li
hierarchickou stavbu.'? Ostatng uz i desetinnd poziéni
soustava je hierachicka: prvni uroven odpovida ¢islicim,
druhd mistim, které tyto Cislice mohou zaujmout v mys-
lené sekvenci pozic; smérem doleva tato mista postupné
zastupuji rostouci mocniny Cisla 10. Na§ nize popsany
systétm ma rovnéz dvé urovné, ,viditelna“ bude jen ta
VysSi.)

V dal§im kroku rozmistime a zafixujeme znaky z Ny
do n¢&jaké predem stanovené formace; v nasem
konkrétnim piikladu zvolime pravidelnou 3 x 3 mfizku a
znaky N, ptidélime jejim deviti vrcholim jako na obr. 6
vlevo. K mfizce navic pfidame specialni vrchol a (k re-
prezentaci nuly). Vyslednou mfizku i s pevnym
pridélenim prvkt Ny k jejim vrcholim oznacme G(Ny).
Protoze ptidéleni znakl z N, vrcholim miizky je trvalé,
muzeme si dale predstavovat uz jen samotnou miizku,
dokonce jesté méné: vime, ze k jednoznacnému urceni
takovéto pravidelné mtizky (v eukleidovské roving€) staci
jen tfi referencni body, napt. a, b, ¢ na naSem obrazku,
kde jsou vyznaceny Zluté.

Predstavme si nyni né&jaké cislo n zadané cislovkou
v desetinné pozi¢ni soustavé, feknéme n = 6 950 425 863.
Nakreslime (nebo si jen ptredstavime?) hladkou ktivku
prochazejici miizkou G(Ny) — na obr. 6 modra linie —;
zacatek kiivky je v referencnim bod€ a a prochazi

12 . . . . < . Y 14
Termin ,,hierarchie® poukazuje ke skutecnosti, ze na kazdé
urovni je uzita jina reprezentacni strategie.

popotfadé vSemi (a jen t€mi) vrcholy miizky, k nimz jsou
pridéleny (znaky pro) Cislice 3, 6, 8, 5,2,4,0,5,9, 6 (jde
o desetinny zapis Cislovky n v opacném potadi; prvni
prichod bodem a slouzi pouze k orientaci). Mezi
jednotlivymi prichody skrze vrcholy je tvar kiivky
libovolny a neni proto divu, ze k témuz Cislu existuje
nespocetné¢ nekonecnd mnozina kiivek. Naproti tomu
kazda konkrétni konecna'’ kiivka (i se svymi tfemi
referen¢nimi body, u jednoho z nichz — feknéme a —
zaCind) vzdy reprezentuje jediné cislo (n€kolik piikladt
je na obr. 7).

Jak toto cCislo zpétné ziskame? Predpokladejme, ze je
dan (myslen, vybavovan) obraz sestavajici z kiivky a tii
referencnich bodd a, b, ¢. Nad témito body nejprve
zkonstruujeme'* m¥izku G(N,). Ta se s kiivkou prekryva
a je k ni vlastné jakymsi desifrovacim klicem. Za¢neme

Obr. 6 Konstrukce kiivky reprezentujici ¢islo
6950 425 863.

sledovat kfivku od bodu a a zapisujeme znaky (1épe
rovnou arabské Cislice dle obr. 4 dole) ptidélené
vrcholiim, kterymi kiivka prochazi (zapisujeme je zprava

13 Koneéna co do délky i co do plochy, kterou cela pokryva.

“Ppro ty, kdo nevédi, uvadim elementarni ndvod k této
konstrukcei v $esti krocich: (1) nakreslime tisecku p spojujici
dva navzéajem si nebliz$i referen¢ni body a na ni (2)
vyznacime bod, ktery ji pili; (3) tento bod spojime s tfetim
(vzdalengjsim) referenénim bodem useckou g, kterou poté (4)
rozdélime na tfi stejné dily. Tim ziskdme nové dva body, jimiz
(5) vedeme piimky r a s rovnobézné s tseCkou p. Poté (6)
koncovymi body usecky p vedeme piimky ¢ a u rovnobézné
s useckou ¢g. Ziskali jsme celkem 6 ¢ar (p, q, 1, s, t, u), které se
protinaji v 9 bodech — vysledek je miizka s 9 vrcholy, k nimz
uz jen zbyva standardné ptidélit znaky souboru N, (viz obr. 6).
(Ponechavam na ¢tenafi, aby si domyslel mirné pozadavky na
vzajemné polohy referenc¢nich bodu, aby se vyloucily
degenerované ptipady, poptipade také — vlastné piipustné —
zkosené miizky.)
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doleva). Nakonec tak dostaneme jedno jediné Cislo, které
ktivka reprezentuje.

Pfipoustim, Ze popsany zplsob reprezentace i ob¢
transformacni procedury jsou velmi neptirozené, vlastng i
docela podivné. Vice méné vSak spliuji mlj zamér:
demonstrovat, ze Cisla principidln€¢ /lze reprezentovat
pomoci tvari (zde kiivek), a to takovych, které 1ze ptimo
nazirat v daleko vét§im rozsahu (do vétSich Cisel, srov.
obr. 7), nez u pozicnich zapist (kolikamistné cislovky
poznate na jeden pohled?)."® Navic, jak jsme vid&li, jsou
myslitelné ukladaci i rozpoznavaci postupy, které lze
v jisté mife provadét jen v predstavach (takfikajic z hla-
vy) a které nevyzaduji zadné postupné (ordinalni) po-
Citdni, tim méné znalost standardnich aritmetickych
operaci.

9 Prvocisla jako jeden objekt

Az doposud jsem uvazoval o vnitinim smyslu pro pocet a
pro ¢isla (vCetné prvocisel) v ponekud zazeném pohledu
— vzdy S$lo totiz o singularni (i kdyz libovolnou) instanci
poctu, ¢isla apod. Je vS§ak mozny i jiny pohled, v némz by
Slo o lidské nazirani celé mnoziny Ccisel (specialné
prvocisel).

Je naptiklad myslitelné, ze Sacksovym autistickym

6 %4 8

6 950 425 863 17 633 561 47 506 398 412

$ & &

8432 158 746 863 334 529 674 971302 465

Obr. 7 Ukazky tvarové reprezentace pomeérné
velkych ¢isel.

dvojcatim vubec neSlo o konkrétni cisla a jejich
prvociselnost, nybrz Ze méla pfed ocfima néjakou
mnozinu prvocisel nebo ¢isel jako celek. Podobné totiz
Vilayanur Ramachandran a Edward Hubbard referuji o
prozitcich zkoumanych synestetickych subjekti [20]:
Kdyz je [doty¢ny] subjekt pozadan o vizualizaci Cisel,
sdéluje, Zze se mu jevi rozmisténa na souvislé linii, kterd je

'S Mimochodem délka k¥ivky pro &islo 7 je tmé&rna log n.

rozepjata od jednoho bodu vzorném poli k jinému,
vzdalenému bodu — napfiklad zhorniho levého bodu
smerem dolti doprava. Linie nemusi byt pfima — nékdy je
zaktivend nebo zkroucena nebo se i vraci zpét. U jednoho
znaSich subjekti je Cciselnd linie centrovana okolo
,svetostfednych® [world centered] koordinat — subjekt se
muze prochazet po 3D krajiné Cisel a zkoumat [inspect]
¢isla znovych nekanonickych zornych uhli. Mensi ¢isla
jsou na linii zpravidla vice nahusténa a byvaji téz zbarvena.
Pro Sacksova dvojcata bychom mohli hypoteticky
uvazovat o modifikaci takového prozitku, pii némz by
méla pfimy pfistup k celé mnozin€ prvocisel, malych i
velkych (urcit¢é nikoliv k mnozin€ vsech prvocisel

Obr. 8. Pfima fada prvocisel protina kiivku vSech
Cisel.

v matematickém smyslu). Mozna si pfedstavuji jeden
velmi slozity geometricky tutvar, znéhoz napadné
vyéniva podmnozina prvocisel, zatimco Ccisla slozena
vypliuji nezajimavy prostor mezi nimi nebo okolo nich.
Na obr. 8 je uveden velmi primitivni pfiklad, v némz se
slozena Ccisla proplétaji kolem piimé linie prvocisel.
Velmi vzdalené to pfipomind znamy pojem kognitivni
mapy, coz je individualni vnitini reprezentace uspotradani
okolniho svéta (napiiklad mésta), v némz z neurcitého
pozadi ostfe vystupuji mista (domy, ulice), kterd jsou pro
subjekt tak ¢i onak dulezita.

Uvédomuji si sdm na sobg, ze kdykoliv pfemyslim o
prirozenych ¢islech jako takovych (tedy nikoliv o poctech
néceho), predstavuji si je jako pomyslnou linedrni tadu,
kterda jako by ode mne ubihala kamsi do dali,
k neur¢itému horizontu. Pro mne je ovSem ten horizont
pomérné blizko a pokud vibec zfady néco vystupuje
napadnéji, nejsou to prvocisla ale mocniny desitky.
Autistou bych byl rad, ale jen na kratkou chvili.

Nezapomenime na jednu otdzku, ktera se tyka
zvlastniho zaujeti onéch, byt jinak silné retardovanych,
dvojcat pravé pro prvocisla. Pro¢ praveé ta, mezi vSemi
¢isly, je tolik rozveselovala?

Jedna z moznosti by souvisela onou charakteristikou
prvocisel, na niz je zaloZena rozpoznavaci procedura
v kapitole 7, totiz ze prvocisla odpovidaji takovym poc-
tim né&jakych prvkl, které vzdoruji jakémukoliv uspo-
fadani do (netrividlni) obdélnikové formace. Jako by
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pravé to, co se vymyka néemu tak banalnimu, jako je
pravidelné usporadani, bylo zvlast’ radostné vitano.

Pro¢ vSak neuvazovat i o jiné moznosti? Tteba to, co
v dvojcatech budilo emoc¢né silné, snad i estetické

36—35—34—33—32

Obr. 9. Ulamova spirala Cisel s vyznacenymi prvocisly.

zazitky, byly né&jaké zvlast ndpadné a vyjimecné pozice
prvocisel v néjakém slozitém geometrickém utvaru,
uvazovaném v této kapitole.

Sacks se bohuzel nezmiinuje o tom, kterd presné to

byla prvocisla, ktera si dvojcata vymeénovala. Neméla
néco spoleéného? Ukazuje se naptiiklad, Ze rozmisténi
(nekterych) prvocisel mezi vSemi Cisly miize vykazovat
ur¢ité pravidelnosti. Jednu znich objevil znamy
matematik Stanistaw Ulam v roce 1963 [25]. Na obr. 9
vlevo je ciselnd tada zapsana ve spirdlovitém tvaru,
v némz jsou Cervené¢ oznacena prvocisla. Jiz pfi prvnim
pohledu je zfejma urcitd preference na stran¢ prvocisel
pro thlopfi¢né uspofadani. Na témz obrazku vpravo je
totéZz roz§ifeno na ¢tverec o velikosti 200 x 200.
Co kdyz radostné reakce dvojcat spocivaly v pravé v tom,
ze objevena Cisla nalezela do né&jaké graficky vyznacné
podstruktury mnoziny c¢isel? Co na tom, ze to byla
shodou okolnosti prave prvocisla?

10 Zavér

Naznacil jsem nékolik imysIn€ jednoduchych, zato dosti
spekulativnich myslenek o mentalnim zachazenim s ¢isly,
jsa k tomu motivovdn zazranymi schopnostmi
autistickych poctait. Netvrdim, Ze moje myslenkové
experimenty jsou realistické a vzajemné kompatibilni.
Jak si étenar jisté vSiml, neexistuje naptfiklad rozumny a
piimocary zplsob, jak propojit reprezentaci Cisel v po-
dobé zprohybanych linii podle kap. 8 s testem na
prvocisla z kap. 7. Vyjimecné schopnosti Tammeta,
Sacksovych dvojcat a mnoha dalich zazra¢nych poctart
zlistavaji zahadou a necekam, Ze tomu v dohledné dobé
bude jinak.

Je jasné, Ze at’ uz jsou mentalni obrazy ¢isel jakékoliv,
nemohou byt za pfedpokladu vtélené kognice zcela

neomezené. Pfipadnd omezeni by mohla svym
charakterem pfipominat horizont pfimého nazirani poctu
(zminény v kap. 2), pouze by — napiiklad u zazra¢nych
poc¢tait — mohla obsahnout neskonale vét§i mnoziny
Cisel.

Zdoraznuji  vSak, Ze pii zkoumani moznych
nestandardnich reprezentaci Cisel a procedur s ¢isly jsem
nebyl veden snahou najit néjakd pfijatelnd vysvétleni
lidskych kognitivnich schopnosti (jakkoliv bych se tomu
nebranil), a uz viibec ne iluzi o potencialnim praktickém
vyuziti. Slo mi spiSe o heuristickou motivaci pro nové
sméry pii uvazovani o lidské kognici a pfirozené
aritmetice.

Sdilim totiz s Norbertem Wienerem nazor, ze védec
(on mluvil konkrétn€¢ o matematikovi) by nemél
»ignorovat vyhody heuristického mySleni pifi volbé
problémi nebo v ranych etapach své prace, pokud jeste
nenabyla kone¢né podoby.* ([21], s. 186.)
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