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1 Spojitost a souvislost

Pojmy spojitosti a souvislosti pouzivame v kazdodennim zivoté pii popisu situaci a déju prirozeného
svéta. Déj je spojity, pokud béhem kratkych ¢asovych intervali dochédzi jen k malym zméndm, ne-
nastavaji ndhlé zvraty. Souvisla je takova oblast, kterd se nesklddd z oddélenych ¢ésti. V matema-
tice byl jev spojitosti tematizovan a explicitné definovén v dile Bernarda Bolzana. Fukéni zavislost
je spojitd, jestlize malé zmény nezavisle proménné zpusobuji malé zmény zavislé proménné. Sou-
vislost je jedna z podstatnych vlastnosti kontinua redlnych Cisel a znamend, ze mezi redlnymi
Cisly nejsou zadné mezery. V prubéhu 19. stoleti byl pojem spojitosti postupné zobeciiovan a
pfitom se stale ostieji zjevovala jeho podstata. Soucasné byla identifikovana souvislost jako jedna
z podstatnych vlastnosti kontinua a objasnil se vztah téchto dvou pojmu. Tento vyvoj vyvrcholil
zacatkem 20. stoleti v obecné topologii. Souvislost se zde chape jako vlastnost topologickych pro-
storu a spojitost jako vlastnost zobrazeni mezi topologickymi prostory. Vztah mezi nimi je vyjadien
formélné velmi jednoduchou vétou, Ze spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor. Tato
jednoduchost by vsak nebyla myslitelna bez predchazejicitho dlouhého historického vyvoje.

2 Teorie katastrof

Pojem spojitosti pouzivame ve smyslu spojité ¢asové zmény nebo spojité funkéni zavislosti. Zatézuje-
li se pruzina stale vétsim a vétsim zavazim, prodluzuje se, takze jeji délka je rostouci spojitou
funkei zatizeni. To ale plati jen v jistém rozsahu. Pri velkém zatiZzeni pruzina praskne, dochézi
k nespojitosti. Situace, kdy mald zména nezavislych proménnych zptsobi velkou zménu zavislych
proménnych, se nazyvé nespojitost nebo katastrofa. Teorii katastrof rozpracoval René Thom [9] v
kontextu teorie potencidlovych dynamickych systému a jejich bifurkaci. Pro kazdy stav takového
systému je dana jeho potencidlni energie a systém sméruje ke stavu, kde méa potencialni energie
lokalni minimum. Predpoklddejme nyni, ze funkce potencidlu zavisi na parametrech, které se po-
malu méni - pomaleji nez vlastni dynamika dosahovéani lokdlniho minima. Pak se systém neustéle
nachézi v blizkosti lokdlniho minima a pifi malych zménach parametru dochazi k malym zméndam
tohoto potencidlniho minima. Nékdy vsak toto lokalni minimum muze zaniknout a systém se rychle
presouva do jiného lokalniho minima.

Principy teorie katastrof jsou dobfe vidét na katastrofickém stroji E.C.Zeemana (viz Poston
a Stewart [6]). Katastroficky stroj (obrézek 1) sestdvd z kruhové desky poloméru r, jejiz stied
S je upevnén ¢epem na desce stolu. Deska se muze kolem svého stiedu volné otacet. V bodé Y
na obvodu kruhové desky jsou upevnény dvé pruziny, jejichz druhé dva konce jsou upevnény v
bodech A a X na desce stolu. Zatimco bod A je pevny, bod X je proménny, muzeme s nim volné
pohybovat v roviné stolu. Zvolme soufadnou soustavu ve které je stted S = (0,0) kruhové desky v
pocatku a bod A = (—a,0) je na ose z. Pozice ototné desky, tedy thel ¢ ktery sviraji pfimky AS a

......

dochézi vétsinou jen k malym zménam tuhlu ¢, nékdy vSak mald zména X vyvola velkou zménu

*Text je urcen pro zamyslenou kolektivni monografii o matematizaci ve védé. Vznikl v rdmci feseni vyzkumného
zémeéru CTS MSM 0021620845
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Obrézek 1: Katastroficky stroj s parametry r =1, a =3, [ = 1.5.

thlu ¢, fikdme Ze doslo ke katastrofé. Toto chovani katastrofického stroje lze vysvétlit jednoduchymi
fyzikdlnimi principy. K prodlouzeni idedlni pruziny je podle Hookeova zdkona potiebna sila imérné
tomuto prodlouzeni. Je-li délka nazatizené pruziny [, pak k jejimu prodlouzeni na délku = > [ je
potfebnd sila F' = k(xz — 1), kde k je konstanta imérnosti. Integraci W = [ Fdx ziskdme préci,
neboli energii potiebnou na prodlouzeni pruziny z délky [ na délku x:

Ex =102 pro x>1
= 2 -
Wi() { 0 pro z <l

Tento vzorec zahrnuje i piipad kdy pruzina neni napnuta a vzdalenost = jejich koncu je mensi
nez . Predpoklddejme Ze obé pruziny katastrofického stroje maji délku I. Pak celkovd potencidlni
energie stroje pti dané pozici bodu A = (—a,0), X = (z,y) a Y = (rcost,rsint) je

Vi, y,t) = Wi([|X = YI[) + Wi([|A = Y]])

kde

[A-Y]| = \/(a+rcost)2 + r2sin* ¢
X —Y]|

V(z —rcost)? + (y — rsint)?
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Obrazek 2: Potencidlni energie katastrofického stroje.

Obrézek 2 znazorniuje prubéh potencidlni funkce pii péti hodnotach parametri y1, y2, ys, Y4, Y5,
vyznacenych v parametrickém prostoru na obrézku 1 (parametr x pfitom zustava stejny). Otocent
t je v rozsahu t € (—m, ). Pii dané pozici fidictho bodu X = (z,y) zaujme otoénd deska takovou
pozici t, ve které potencidlni energie V(z,y,t) ma lokdln{ minimum. V zévislosti na parametrech
x,y muze mit funkce V(x,y,t) jedno nebo dvé lokdln{ minima. Uvazujme pohyb v parametrické
roviné od bodu y; k bodu ys, pii kterém se hodnota x neméni a hodnota y roste od zapornych
hodnot ke kladnym. V bodé y; ma potencidlova funkce jediné lokdlni minimum v zdporné oblasti.
V bodé ys se objevuje druhé lokalni minimum v kladné oblasti, ale systém zustava v lokalnim
minimu v zdporné oblasti a to i v bodé y3, kde je funkce symetrickd a obé lokalni minima maji
stejnou hodnotu. Teprve v bodé y, kdy zdporné lokalni minimum mizi, se stav systému nespojité
méni a prechdzi do kladné oblasti ve které zustavd i v bodé ys.

Dolni kiivka obrazku 3 zobrazuje zmény otoceni ¢ v zavislosti na parametru y pii pruchodu
systému od bodu y; k bodu y5. V bodé vy, je tato funkce nespojitd, dochdzi ke katastrofé. Pii
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Obrazek 3: Hysterezni kiivka

zpétném pohybu v parametrickém prostoru od bodu y5 k bodu y; naopak systém zustdva v kladném
lokalnim minimu az do bodu ¥s, kdy toto lokalni minimum zanikne a systém se skokové presune do
lokalniho minima v zdporné oblasti. Tento vyvoj je zndzornén horni kiivkou na obrazku 3. Zavisla
proménnd t zavisi nejen na y ale také na historii zmén y. Tomuto jevu se ikd hystereze a je znam
také u magnetizace.

Dynamické vlastnosti katastrofického stroje jsou urceny bifurka¢ni mnozinou, coz je kiivostranny
ctyitahelnik Py P P, P3 zndzornény na obrazku 1. Pro parametry x, y uvnitf tohoto ¢tyitihelniku ma
potencidlova funkce dvé lokalni minima, vné ¢tyiihelniku mé pouze jedno lokalni minimum. Pfi
prechodu z vnittku do vnéjsku bifurkaéni mnoziny jedno lokalni minimum zanika. Byl-li systém
pravé v tomto zanikajicim lokalnim minimu, dochazi ke katastrofé. Vsimnéme si, ze z bodu y; lze
do bodu y5 dospét i bez katastrofy, jdeme-li po cesté, kterd obchazi bod Py zprava.

3 Rovnice

Pojem spojitosti zacal krystalizovat koncem 18. stoleti v souvislosti s FeSenim rovnic. Rovnice
predstavuji tlohu nalézt neznamé ¢islo s danymi vlastnostmi. Nejjednodussi feseni maji linedrni
rovnice tvaru ax + b = 0, jednoduché Feseni maji i kvadratické rovnice tvaru az? + bx + ¢ =
0. Renesan¢ni matematika za¢ind objevem vzorce na feSeni rovnice tfettho stupné a pozdéji byl
nalezen i vzorec pro feeni rovnice ¢tvrtého stupné. Problém nalézt vzorec pro feSeni rovnic patého a
vyssiho stupné byl dlouho otevieny az zacatkem 19. stoleti Evariste Galois ukazal, Ze je nefesitelny.
Neexistuje zadny vzorec sestaveny z algebraickych operaci sc¢itani, odéitani, nasobeni, déleni a
odmocnovani pro feSeni obecné rovnice alespon patého stupné.

Neexistence vzorce pro feSeni rovnice ale neznamend neexistenci feseni této rovnice. Jednoduchy
argument ukazuje, Ze kazda rovnice patého stupné alespoii jedno feseni mé. Funkce z° je totiz
zaporna v zaporné oblasti a kladna v kladné oblasti, pfitom roste rychleji nez jakykoliv mnohoclen
étvrtého stupné. Funkce patého stupné f(x) = 2° + ez + 323 + cox? + 17 + ¢ je tedy zdpornd
pro dostatateéné mala zaporna ¢isla a kladnd pro dostatecné velka kladna ¢éisla: existuji ¢isla
ag < 0 < by, pro kterd plati f(ag) < 0 < f(bg). Méni-li se proménnd x od ag k by, prochdz{ funkéni
hodnota f(z) vSechna ¢isla mezi f(ag) a f(by), tedy i &islo 0. To znamend, ze existuje redlné ¢islo
x mezi ag a by, pro které plati f(z) = 0. Tato tvaha dokonce i ddvd ndvod, jak feseni = vypocitat,
neboli jak se k nému libovolné priblizit. Polozme dy = (ag + bo)/2 a podivejme se na znaménko
f(do). Je-li f(dy) = 0, nalezli jsme feSen{ rovnice = = dy. Je-li f(dy) < 0, polozme a; = dg, by = by
v opa¢ném piipadé polozme ay = ag, by = dy. V obou piipadech plati f(a1) < 0 < f(b1) a postup
muzeme opakovat s a; a b;. Konvergenci muzeme zrychlit jestlize funkci f(x) nahradime mezi
body a;,b; jeji linedrni aproximaci a vypoéitdme kofen této aproximace (obrdzek 4 vlevo). Je-li
f(a;) - f(b;) < 0, polozme

alf(bz) — blf(al) Ai+1 = Q4 bi+1 = dz pokud sgnf(di) = sgnf(bi)

% = fb) — fa;) = aix1=d;i biy1 =0b; pokud sgnf(d;)=sgnf(a;)

Opét plati a;y1 - bi+1 < 0 a dostdvame posloupnosti ag < a1 < ag < -+ < by < by < by. Obé
posloupnosti a; i b; konverguji ke stejnému cislu z, které je feSsenim rovnice. To je iterativni
interpolaéni algoritmus pro feSeni rovnic.

Tato tdvaha neplati pouze pro rovnice patého stupné, ale pro kazdou rovnici lichého stupné.
Plati dokonce i pro rovnice které algebraické nejsou a o néjakém vzorci pro jejich feSeni nemuze



Obrézek 4: Interpola¢ni algoritmus (vlevo) a funkce signum (vpravo)

byt ani feci. Pro funkci f(z) =  —cosz plati —1 = f(0) < 0 < f(§) = § a tedy existuje z
mezi nulou a 7/2, pro které f(x) = 0. Lze tedy timto iterativiim zpusobem najit feseni kazdé
rovnice? A zde pravé vstupuje do hry spojitost. Aby takovyto postup fungoval, musi byt funkce f
v intervalu [ag, a1] spojitd. Typicky pifklad nespojité funkee je funkce znaménka sgn(z) (obrazek
4 vpravo) definovand predpisem

-1 pro <0
sgn(x) = 0 pro =0
1 pro >0

Rovnice f(z) = sgn(z) — 3 = 0 nemd fefeni ackoliv f(—1) = -3 <0< 3 = f(1).

4 Lagrangeovo numerické reseni rovnic

Na pfelomu 18. a 19. stolet{ se ovSem nespojité funkce jako je sgn(z) v matematice neuvazovaly.
Typickymi funkcemi kterymi se analyza zabyvala byly mnohoéleny, elementarni funkce jako expo-
nenciala, piipadné funkce analytické které Ize napsat jako souc¢et mocninné fady. Pojem spojitosti
nebyl explicitné formulovan ale pouzival se intuitivné. K predstavé funkce patfilo, ze jeji graf lze
nakreslit jednim tahem, aniz bychom zvedli tuzku z papiru. Graf funkce se chépal jako zdznam
pohybu hmotného télesa a v takovém pohybu nemohou byt zaddné skoky. J.L.Lagrange (1808) [5]
argumentuje na zakladé této predstavy v dile které se vénuje feSeni algebraickych rovnic.

Teorém: Je-li dana jakakoliv rovnice a jsou-li zndma dvé ¢isla takova, ze kdyz jsou dosa-
zena na misto nezndmé této rovnice davaji vysledky opa¢nych znamének, pak rovnice
bude mit nutné alespon jeden realny kofen, jehoz hodnota bude mezi témito dvéma
hodnotami (Lagrange [5] str. 1).

Dukaz véty je zalozen na rozkladu dané rovnice na linedrni ¢leny. Tento dukaz vSak plati jen
v piipadé, ze vSechny kofeny dané rovnice jsou realné, neni tedy uplné obecny. Navic je to jesté
dukaz kruhem protoze moznost rozkladu mnohoé¢lenu na linedrni ¢leny je zaloZen na existenci fesen{
rovnice. V dodatku 1 uvddi Lagrange jesté jeden dukaz, ktery je zalozen na dynamické predstavé
pohybujicich se vozidel (obrézek 5 vlevo).

Vyjadieme danou rovnici jako P — Q = 0, kde P je soucet viech kladnych ¢lent a @ je
soucet vSech zdpornych ¢lent. Predpokladejme nejdiive, ze ¢isla p a ¢ jsou kladna a ze
q je vétsi nez p. Predpoklddejme déle Ze pro x = p plati P — Q < 0 a pro x = ¢ plati
P — @ > 0. Je jasné ze v prvnim piipadé je P < @ a v druhém piipadé bude P > Q.
Nuze vzhledem k tvaru P a @ které obsahuji pouze kladné ¢leny s mocninami kladnych
¢lenu je evidentni, Ze tyto kvantity nutné rostou tak jak roste x. Jestlize nechdme x v
nerozeznatelnych stupnich (dans tous les degrés insensibles) postupné zvétsovat od p
ke g, budou se také v nerozeznatelnych stupnich zvétsovat P a () takovym zpusobem,
ze P se zvétsi vice nez @), protoze z mensiho se stane vétsim. Tedy nutné bude existovat
vyraz (term) mezi dvéma hodnotami p a ¢ kde P bude rovno Q. Tak jako dvé vozidla
(mobiles) kterd jedou stejnou cestou ve stejném sméru, vyjela ze dvou ruznych mist a
pfijedou ve stejny ¢as do jinych dvou mist tak ze to které bylo nejprve vzadu se nakonec
bude nachézet vpfedu, se nutné béhem cesty musela potkat. Lagrange [5] str. 101-102
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Obrézek 5: Lagrangeova (vlevo) a Cauchyho (vpravo) véta o mezihodnoté

5 Bolzantv ryze analyticky diikaz

Problematickou hodnotu takovych dukazu zalozenych pouze na geometrické intuici si uvédomoval
Bernard Bolzano. Problematice se vénuje ve své préci [1] z roku 1817 (¢esky pieklad [7]) o analy-
tickém dikazu véty o mezihodnoté. Souslovi "ryze analyticky” je minéno jako protiklad k intuitivné
geometrickému. Bolzano predevsim analyticky definuje pojem spojitosti. Po kritice dosavadnich po-
jeti spojitosti a dukazu véty o mezihodnoté (mezi jinymi diskutuje i nedostateénost Lagrangeova
dukazu) zavadi Bolzano spojitost definici:

Dle pravého vykladu se totiz vyrokem, ze funkce fx pro vSechny hodnoty x, lezici vné
nebo krom jistych mezi, méni se dle zdkona spojitosti, rozumi jen tolik, ze kdyz x znaci
néjakou hodnotu takovou, rozdil f(z+w)— f moznd uéiniti mensim nezli kazdou danou
hodnotu, mozna-li jen dosaditi za w hodnotu tak malou, jak viibec libo, (Bolzano [7],
str. 11).

Neméneé dulezitd ¢ast Bolzanovy préace se zabyva vlastnostmi redlnych ¢isel. Interpolaéni algo-
ritmus sestrojuje dvé posloupnosti ag < a1 < ag < --+ < by < by < by a feSeni rovnice je jejich
spole¢né limita. AvSak existence této limity neni samoziejmé: ve struktuie racionalnich ¢isel takova
limita nemusfi existovat. Podstatnou vlastnosti struktury realnych ¢isel je to, ze kazdéd aproximujici
posloupnost k néjakému ¢islu konverguje. Problém ovSem je, jak charakterizovat ty posloupnosti,
které néjakou hodnotu aproximuji. Tato charakterizace je vyjddiena podminkou, kterda se dnes
nazyvé Bolzano-Cauchyova (BC). V §7 Bolzano tuto podminku formuluje a dokazuje, ze kazdd BC
posloupnost mé limitu.

Poucka. Jestli v fadé hodnot Flz, F?x, F3z, ..., F"x,..., F" "2, ... rozdil mezi n-tym
¢lenem F™z a kazdym pozdéjsim F™ 7z sebe vzddlengjsim od ného mensf nezli kazda
veli¢ina danad, jest vzdy urcitd stala veli¢ina, jiz se clenové této fady vzdy vice blizi a
jiz se mohou tak pfibliziti, jak jen libo, prodlouzi-li se fada dosti daleko. (Bolzano [7],

§7).

Dokazuje také ekvivalentni tvrzeni, ze kazdd shora omezend mnozina redlnych ¢isel ma supre-
mum

Poucka. Nepiislusi-li néjaka vlastnost M vSem hodnotam proménné veli¢iny x, nybrz
jen tém, kteréz jsou mensi nezli jakési u: existuje vzdy veli¢ina U, kterd jest nejvetsi z
téch, o nichz mozna tvrditi, ze vSechny mensi x maji vlastnost M. (Bolzano [7], §12).

Argumentace v dukazech obou téchto vét se ovSem to¢i v kruhu. Bolzano dosud nemd po-
jem reédlného ¢isla a jeho dukazy jsou zalozeny na konstrukci jinych aproximujicich posloupnosti.
V dikazu véty §12 konstruuje nekoneény binarni rozvoj hledaného suprema, nikde vsak predtim
nezarucuje, ze kazdy nekoneény binarni rozvoj urCuje néjaké realné ¢islo. Tuto mezeru v argu-
mentaci Bolzano dopliiuje v pozdéjsim rukopise Reine Zahlenlehre (viz Bolzano(1969-) [10] IIAS,
anglicky preklad Russ(2004) [8]), kde jiz redlnd ¢isla (kvantity) konstruuje (definuje) jako nekoneéné
meéritelné ¢iselné vyrazy.

6 Cauchyho Cours d’analyse

Bolzanova prace nevesla v 8irsi znamost a pojem spojitosti se rozsitril teprve ze slavné a vlivné
ucebnice Cours d’analyse A.L.Cauchyho [2] z roku 1825. Grattan-Guinness [4],[3] pfesvédéivé argu-



mentuje, ze Cauchy pred napsdnim Cours d “analyse Bolzanovu préci ¢etl a podstatnym zptusobem
z ni ¢erpal, i kdyz ji necitoval. Specidlné Cauchy od Bolzana piebird definici spojitosti.

Funkce f(z) je v urc¢itém rozmez{ spojitou funkef proménné x, pokud pro kazdou hod-
notu x v tomto rozmezi numerickd hodnota rozdilu f(x + «) — f(xz) neomezené klesd
s neomezené klesajicim a. Jinymi slovy, funkce f(z) zlstane v tomto rozmezi spojitd
vzhledem k z, jestlize v tomto rozmezi nekoneéné malé zvétSeni proménné x zpusobi
vzdy jen nekoneéné malé zvétseni této funkce. Cauchy [2] str. 34-35

V dikaze véty o mezihodnoté vsak Cauchy tuto definice spojitosti viibec nepouzivé (obrazek 5
vpravo) a zakladd ho pouze na geometrické intuici, jak bylo v jeho dobé obvyklé:

Teorém. Pokud funkce f(z) je spojitd vzhledem k proménné z mezi hodnotami x =
xo, = X a pokud oznacime jako b mezilehlou hodnotu mezi f(zg) a f(X), pak lze
vzdy vyhovét rovnici f(x) = b jednou nebo vice redlnymi hodnotami v rozmezi od z
k X.

Dukaz: Pro ustanoveni predchézejici propozice staci vidét, ze kiivka s rovnici y =
f(z) protne jednou nebo vicekrat pifmku s rovnici y = b v intervalu obsazeném mezi
dvéma ordinatami které odpovidaji abscisdm zg a X. To se evidentné stane za danych
predpokladu. Skutecné, vzhledem k tomu zZe funkce f(z) je spojitd v mezich x = xq,
x = X, kiivka s rovnici y = f(x) kterd prochdz{ 1° bodem se soufadnicemi xq, f(xo),
2° bodem se soufadnicemi X, f(X) bude mezi témito dvéma body spojitd. A protoze
konstantn{ ordindta b pifmky s rovnici y = b se nachdz{ mezi ordindtami f(xg), f(X)
dvou uvazovanych bodu, piimka projde nutné mezi témito dvéma body coz nemuze
udélat aniz by protla v tomto intervalu zminénou kiivku. (Cauchy [2] str 43-44).

V dodatku III sice Cauchy uvadi jesté zminény iterativni algoritmus na vypocet kofene rovnice,
nepocituje viak potiebu dokazovat, Ze tento algoritmus uréuje néjaké redlné é&islo.

7 Aritmetizace analyzy

Bolzanovy analytické principy byly pozdéji rozpracovany v aritmetizaénim projektu Dedekinda,
Cantora a Weierstrasse. Pfedevsim bylo tfeba definovat redlnd ¢isla a Dedekind je definuje jako
fezy. Rez je rozklad mnoziny racionalnich ¢isel na dvé disjunktni podmnoziny takové, ze kazdy
prvek prvni mnoziny je mensi nez kazdy prvek druhé mnoziny. Je to tedy dvojice neprazdnych
podmnozin A, B C Q takovych ze plati

1. A#0, B#0,

2.ANB=0,AUB=Q,

3.Vae AVbe B,a<b

Rikdme ze fez (A, B) je prvniho druhu jestlize mnozina A mé nejvétsi prvek, druhého druhu
jestlize mnozina B mé nejmensi prvek a tfetitho druhu jestlize ani A nemé nejvétsi prvek ani B
nem4 nejmensi prvek. Ctvrty pifpad, ze by A méla nejvétsi prvek a B méla nejmensi prvek nastat
nemuze. Kazdé raciondlni ¢islo ¢ urcuje dva fezy:

1.A={2€Q: z<c}, B={x€Q: x> ¢} fez prvniho druhu,

22A={z€Q: z<c}, B={r€Q: z > c} fez druhého druhu.

Iraciondlni &fsla jsou reprezentovény fezy tfetiho druhu. Napiiklad v/2 je reprezentovano Fezem
A={z€Q: 22 <2neboz <0}, B={r€Q: 22 >2ax > 0}.

Mnozinu R Ize definovat jako sjednoceni mnoziny racionalnich ¢isel s mnozinou fezu tietiho druhu.
Na R pak lze definovat algebraické operace i relace nerovnosti s obvyklymi vlastnostmi.

Na mnoziné redlnych ¢isel Ize ale také definovat fezy obdobnym zpusobem jako na ¢&islech
raciondlnich. Rez na redlnych &islech je rozklad mnoziny redlnych éfsel na dvé neprézdné disjunktn{
podmnoziny takové, ze kazdy prvek prvni mnoziny je mensi nez kazdy prvek druhé mnoziny. Tyto
fezy jsou bud'to prvnfho druhu nebo druhého druhu. Rezy tietiho druhu na struktufe redlnych éisel
neexistuji. Pravé tato vlastnost vyjadiuje, ze struktura realnych ¢isel je souvisld, nelze ji rozdélit na
dvé oddeélené ¢dsti. Kdykoliv ji rozdélime na fez (A4, B), v jedné z nich se naléza prvek (maximum
mnoziny A nebo minimum mnoziny B) ke kterému se libovolné pfiblizuji prvky druhé mnoziny.
Lze ukazat, ze tato vlastnost plati nejen pro fezy ale pro libovolny rozklad:



Véta 1 Struktura redlnijch cisel je souvisld. To znamend, Ze jsou-li A, B C R neprdzdné mnoZiny
pro které plati ANB =0, AU B = R, pak bud ezistuje posloupnost b; € B kterd konverguje k
néjakému a € A, nebo existuje posloupnost a; € A, kterd konverguje k néjakému b € B.

Weierstrassova definice spojitosti je stejnd jako Bolzanova.
Definice 2 Redlnd funkce f je spojitd v bodé x, pokud pro kazdé € > 0, existuje & > 0 takové, Ze

pro kazdé y, které spliuje |y — x| < & plati |f(y) — f(x)| < e. Rikdme Ze redind funkce je spojitd,
je-li spojitd v kazdém bodé.

Vétu o mezihodnoté lze pak dokdzat v nésledujicim tvaru:

Véta 3 Pokud pro redlnou spojitou funkci f plati f(a)- f(b) < 0, kde a < b, pak ezistuje x € (a,b)
pro které f(x) =0.

Pti studiu redlnych funkei se ¢asto setkdvame s funkcemi které nejsou definovéany pro vsechna
redlnd c¢isla ale jen na mensim definiénim oboru, nejc¢astéji intervalu. Naptiklad rovnice polokruznice
f(z) = V1 — a2 je definovédna na uzavieném intervalu [—1, 1]. Rozezndvame intervaly uzaviené [a, b]
které obsahuji své krajni body a oteviené intervaly (a,b) které je neobsahuji. Déle existuji jesteé
intervaly polouzaviené (¢i polooteviené) [a,b) a (a,b]. Kromé téchto koneénych intervali mame
jesté nekoneéné intervaly (—oo,b), (—00,b], (a,00), [a,00) a plny interval R = (—o0,00). Vétu o
mezihodnoté lze ekvivalentné ale ale elegantnéji vyjadrit ve tvaru, ze spojity obraz intervalu je
interval.

Véta 4 Je-li f : [a,b] = R spojitd redlnd funkce definovand na intervalu, pak jeji obor hodnot
fla,b] = {f(z) : x € [a,b]} je také interval.

Tvrzeni ze f[a,b] je interval totiz znamend, ze do f[a,b] pati{ kazdé ¢islo ¢ mezi f(a) a f(b),
tedy ze pro kazdé takové ¢islo existuje x € [a, b] pro které f(z) = c.

8 Funkce vice proménnych

Zobecnéni rovnice o jedné neznamé jsou soustavy rovnic o vice neznamych. Typicky pro urcéeni n
neznamych potfebujeme n rovnic, pokud jsou tyto rovnice nezavislé. Mame-li dvé rovnice o dvou
neznamych f(z,y) =0, g(z,y) = 0 snazime se nejprve z prvni rovnice vypocitat kofen y pii daném
x, tj. hleddme funkci y = h(x) kterd spliuje f(x,h(x)) = 0. Potom fesime rovnici g(x, h(z)) =0 a
z nalezeného teseni x vypocitame y = h(x). Resen{ soustav rovnic je tedy zalozeno na Feseni rovnic
o jedné nezndmé, takze zde bude opét hrét roli spojitost obou funkei f(z,y) a g(z,y). Co vsak
znamend spojitost funkce dvou proménych? Protoze rovnici f(z,y) = 0 Fesime pti pevném z, staci
ndm podminka, ze f(z,y) je spojitou funkci proménné y pii kazdém pevném xz. Protoze pofadi
proménnych muzeme obrétit, je rozumné téz pozadovat aby f(x,y) byla spojitou funkef proménné
x pii kazdém pevném y. Podobné budeme predpoklddat ze také g(x,y) je spojitou funkef y pfi
pevném x a spojitou funkei x pfi pevném y. Je za téchto predpokladu funkce g(z, h(x)) spojita v
proménné x? Ukazuje se, Ze to obecné neplati.

Pro pochopeni situace pomuze geometricky ndzor. Graf funkce dvou proménnych f(z,y) je
plocha, kterd sestdvd ze vSech bodu v tfirozmérném prostoru se soufadnicemi (z,y, f(z,y)). V
analogii s jednorozmérnym piipadem se nabizi kritérium spojitosti v tom ze plocha grafu nema
trhliny. Jak to vyjadfit matematicky? Staéi k tomu spojitost v kazdé proménné zvlast? Pro
feSeni téchto otdzek se matematici obraci k piikladim a protiptikladum. Hledaji se netypické
piiklady které splnuji dané predpoklady, pfitom ale nebyly vzaty v tivahu pii vytvafeni nézoru.
Takovym protiptikladem muize byt funkce dana vzorcem f(z,y) = 2zy/(z*+y?). V nulovém bodé
(z,y) = (0,0) dostavdme neurcity vyraz, takze definujme f(0,0) = 0. Snadno nahlédneme Zze
pro kazdé pevné z je f(x,y) spojitou funkei y a pro kazdé pevné y je f(z,y) spojitou funkei .
Speciélné f(z,0) =0 a f(0,y) jsou konstatntni funkce. Ale pravé v nulovém bodé graf funkce trh-
linu mé. Vyjadiime-li proménné z,y v polarnich soufadnicich x = rcos ¢, y = rsin ¢, dostaneme
f(rcosp,rsing) = 2cos g - sin p = sin 2p, coz nezdvisi na r. V libovolné blizkosti nulového bodu
tedy funkce f nabyvé viech hodnot mezi —1 a 1. Vrstevnice (kfivky, na kterych m4 funkce danou



f(x)

(

1 0 -1 X

Obrézek 6: Nespojitost v nule (vlevo) a metrika na Cla, b] (vpravo)

hodnotu) nasf funkce jsou vsechny pifmky které prochédzeji nulovym bodem (obrdzek 6 vlevo),
takze funkce neni v nule spojita.

Klicové slova v téchto tvahach jsou blizkost a vzdélenost. Funkce f(z1,22) dvou proménnych
bude spojitd v bodé x = (z1, z2) jestlize v blizkych bodech y = (y1, y2) budou také blizké hodnoty
f(z1,22) a f(y1,y2). Vzdalenost bodu v dvourozmérném prostoru pocitdme podle Pythagorovy
véty dao(z,y) = /(z1 — y1)% + (z2 — y2)2. Uvazime-li Ze vzdélenost v jednorozmérném prostoru je
absolutni hodnota rozdflu di(x,y) = |z — y|, dostdvdme definici spojitosti kterd je zalozena jen
na pojmu vzdélenosti: Funkce f dvou proménnych je spojitd v bodé z = (z1,z2), jestlize pro
kazdé € > 0 existuje § > 0 takové ze pro vSechna y = (y1,y2) kterd splauji da(z,y) < & plati
di(f(x), f(y)) < e. Cisté formalnim zptisobem tuto definici zobecnime na funkce n proménnych ale
také na zobrazeni z n-rozmérného prostoru do m-rozmérného prostoru. Eukleidovska vzdélenost
dvou bodu x = (x1,...,2n), ¥y = (Y1, - -, Yn) n-rozmérného prostoru je

dn(xay) = \/(Il - y1)2 +ot (xn - yn)2
Zobrazeni f : R™ — R™ je spojité v bodé x € R™ pokud plati
Ve > 0,30 > 0,Vy € R"(dn(2,y) <0 = dn(f(2), f(y)) <e)

Kdyz se ukézalo, ze pojem spojitosti je zalozen pouze na pojmu vzalenosti, oteviela se cesta k
zobecnéni a k abstrakci. Pfi studiu spojitosti muzeme iplné pominout algebraickou strukturu a
soustiedit se pouze na strukturu metrickou. Toto pojeti se uskutec¢nilo v ramci teorie metrickych
prostor.

9 Funkcionalni analyza a metrické prostory

Koncem 19. stoleti dochazi v chapani spojitosti k dalsi kvalitativni zméné. Je to spojeno opét s
feSenim rovnic ted se ale jednd o rovnice diferencidlni a integralni. Nehled4 se jiz neznéamé ¢islo, ale
hleda se funkce, ktera spliuje urcité podminky. Problematika feSeni diferencidlnich rovnic vznikla
soucasné s diferencidlnim poc¢tem. Newtonuv pohybovy zékon F = ma dava diferencidlni rovnici.
Zndme-li silu F(z) kterd pusobi na mechanicky systém v pozici x, dostdvame diferencidln{ rovnici
druhého stupné m - 2’ (t) = F(xz(t)) pro nezndmou funkci pozice x(t) v case t. Zde z''(t) = a
znamend druhou derivaci pozice podle casu, tedy zrychleni.

Béhem 18. stoleti bylo formulovano mnoho diferencialnich rovnic v riznych oblastech fyziky a
geometrie a byly vypracovany dumyslné metody jejich feseni. Nejjednodussi piiklad diferencidlni
rovnice je linedarni diferencialni rovnice pro rust populace pfi neomezenych zdrojich. Oznacime-li
x(t) velikost populace v ¢ase t a r koeficient reproduktivity, je piirustek populace z(t + At) — x(t)
za kratké casové obdobi At roven r-z(t). Pfi limitnim pfechodu At k nule dostdvame diferencialnf
rovnici #/(t) = r - z(t). Jejim feSenim je exponencidlni funkce z(t) = z(0) - €™, kde z(0) je velikost
populace v ¢ase 0. Kazdou diferencidlni rovnici ovsem takto jednoduse fesit nelze. Opakuje se
situace kterou jsme vidéli u algebraickych rovnic. Pro mnoho diferencialnich rovnic zadné vzorecky
nemame a vyvstavaji tak otdzky, zda néjaké FeSeni vubec existuje, zda je takovych feSeni vice,
jaké jsou jejich kvalitativni vlastnosti (napiiklad rostouci ¢i klesajici) a jakym zpusobem je lze
numericky vypocist.



A podobné jako u algebraickych rovnic, odpovédi na tyto otdzky zavisi na tom, v jaké tiidé
funkei feseni hledame, je tedy tieba nejprve uvazovat mnozinu vSech moznych feseni. Funkcionalni
analyza vznikd, kdyZ se na mnozinu vSech moznych feSeni podivame metaforicky jako na jakysi
zobecnény prostor. Obecnd diferencidlni rovnice prvniho fddu pro nezndmou redlnou funkei x(¢)
mé tvar f(z'(t), z(t),t) =0, kde f(y,z,t) je dand funkce ti{ proménnych a z'(t) je derivace funkce
z(t) podle ¢asu t. Na pravou stranu diferencidlni rovnice se muzeme divat jako na operdtor, coz
je zobrazeni které funkci x(t) ptifazuje funkci z(t) = f(2/(t),x(t),t). Definiénim oborem tohoto
operatoru jsou vSechny diferencovatelné realné funkce a feseni rovnice je takova funkce, které tento
operator prifazuje nulovou funkci. Mnozina vSech diferencovatelnych redlnych funkci se oznacuje
CY(R) a je na nf bohatd struktura. Napifklad soucet, rozdil a souéin diferencovatelnych funkc{
je opét diferencovatelnd funkce takze na mnoziné C*(R) mame strukturu algebraickou. Casto se
uvazuji funkciondln{ prostory na omezenych intervalech, napiiklad mnozina C[a, b] vSech spojitych
redlnych funkei f : [a,b] — R definovanych na uzavieném intervalu [a,b]. Na této mnoziné lze
zavést vzdalenost predpisem

d(f,9) = max{|f(x) — g(z)[ : = € [a,b]}

Vzdélenost dvou spojitych funkei f, g definovanych na uzavieném intervalu [a, b] je tedy maximum
odchylek jejich funkénich hodnot. Blizké jsou takové funkce, jejichz grafy jsou blizké. Funkce je-
jichz vzdalenost od dané funkce f neni vétsi nez dané € se musi pohybovat v pasu vyznaceném na
obrazku 6 vpravo. Pro takto definovanou vzdalenost plati mnohé vlastnosti které jsou analogické
vlastnostem eukleidovské metriky na n-rozmérném prostoru. Tyto vlastnosti lze studovat v obec-
nosti jen z vlastnost{ vzalenosti (metriky). To je podstatou kroku, ktery koncem 19. stolet{ uéinil
Fréchet zavedenim pojmu metrického prostoru.

Definice 5 Metricky prostor je mnozina X, spolu s funkci vzddlenosti d : X x X — [0,00), kterd
splriiuje ndsledugici predpoklady:

1.d(z,y) =0 & =y

2. d(z,y) = d(y,x)

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Kazdy eukleidovsky prostor R™ s metrikou d,, je metrickym prostorem a stejné tak prostor Cla, b]
spojitych funkei s metrikou d. Abstraktni pojem metriky vsak pfipousti velkou rozmanitost dalsich
piikladi. Na mnoziné vSech n-tic redlnych ¢isel muzeme kromé eukleidovské metriky definovat
pravouhlou metriku d(z,y) = |z1—y1|+ - -+ |Tn—yn|, kterou mizeme interpretovat jako vzdalenost
ve meésté s pravouhlou siti ulic. Z jednoho ¢&i vice metrickych prostoru lze ruznymi konstrukcemi
ziskavat dalsi metrické prostory. Napriklad kazdd podmnozina Y daného metrického prostoru X je
metricky prostor, definujeme-li metriku na Y stejnym zpusobem jako na X. Specidlné tedy kazdy
interval je metricky prostor. V tomto abstraktnim pojeti obecnych metrickych prostoru se spojitost
objevuje jako vlastnost zobrazeni z jednoho metrického prostoru do druhého.

Definice 6 Zobrazeni f : X — Y z metrického prostoru X s metrikou dx do metrického prostoru
Y s metrikou dy je spojité v bodé x € X, pokud pro kazZdé kladné e existuje kladné & takové Ze
pro kazdé x' € X které sphiuje dx (x,x") < 6, plati dy (f(z), f(2')) < e. Rikdme, Ze zobrazeni f je
spojité, je-li spojité v kaZdém bodé v € X.

10 Topologické vlastnosti

Teorie metrickych prostoru studuje mnoho vlastnosti metrickych prostoru a nachdzi mezi nimi
nejriuznéjsi vztahy. Mezi nimi jsou nejdulezitéjsi vlastnosti topologické tj. takové, které se za-
podmnozin metrického prostoru. Podmnozina metrického prostoru je oteviend, jestlize kazdy jeji
bod je jejim vnitinim bodem, to znamend nalezi do dané mnoziny s celym svym néjakym okolim. Co
jsou to v8ak okoli bodu? Ta lze definovat pomoci pojmu koule, ktery zobecnuje koule tfidimenziondlniho
eukleidovského prostoru a kruhy dvourozmérného eukleidovského prostoru.

Definice 7 V daném metrickém prostoru X s metrikou d nazijvdme kouli se stFedem x a po-
lomérem r > 0 mnoZinu B.(z) = {z € X : d(z,x) < r} vSech proki, které jsou od x vzdleny méné
nez r. PodmnozZina U metrického prostoru X je oteviend, pokud pro kaZdé x € U ezistuje r > 0
takové, ze By(x) C U.



Spojitost lze vyjadrit ekvivalentné pouze s pouzitim pojmu otevienych mnozin.

Véta 8 Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory je spojité pravé kdyz vzor kazdé otevrené
podmnoziny prostoru Y je oteviend podmnozina X .

Diikaz: Je-li V C Y podmnozina Y jeji vzor f~1(V) sestavd ze vSech bodi X, které se do ni
zobrazuji tj. f~1(V) ={z € X : f(z) € V}. Dokazme nejprve, 7ze pro kazdé spojité zobrazeni plati
Ze vzor oteviené mnoziny je oteviend mnozina. Mame tedy dokézat, ze pokud V C Y je oteviena
pak f~1(V) je také oteviena tedy kazdy bod x € f~1(V) je jeji vnitini bod. Protoze f(x) € V,
existuje kladné e takové ze B.(f(x)) C V. Podle definice spojitosti existuje ¢ takové ze pro kazdé
x' € X které spliwuje dx (z,2") < § plati dy (f(z), f(2')) < e atedy f(z') € Be(f(x)) C V. Z toho
plyne 2’ € f~1(V), takze jsme ukézali ze Bs(x) C f~1(V) a f~1(V) je tedy oteviend mnozina.
Naopak je tfeba ukéazat, ze pokud plati podminka véty, pak zobrazeni f je spojité. K tomu je nejprve
tieba ukdzat ze kazda koule B:(f(x)) je oteviend mnozina, coz plyne z trojihelnikové nerovnosti.
Podle piedpokladu také jeji vzor f~1(B.(f(z))) je oteviend mnozina. Protoze do této mnoziny
nalez{ také z, existuje § > 0 takové ze Bs(z) C f~1(B.(f(x))). Ale tato inkluze jen reformuluje
podminku spojitosti, ikd totiz, ze pokud d(a’,z) < 6 pak f(z’) € B:(f(x)), tj. d(f(z'), f(x)) < e.

Nejdulezitéjsi vliastnosti otevienych mnozin postihuje nasledujici véta.

Véta 9 Prunik dvou oteviengch mnoZin je oteviend mnozZina. Sjednoceni libovolného souboru
otevrenych mnozin je oteviend mmnoZina.

Dikaz: Predpoklddejme ze U,V C X jsou oteviené mnoziny. Je-li & € U NV prvkem jejich
pruniku, nélezi  do obou z nich takze existuji kladna 0 a n takovéd ze Bs(z) C U a B,(z) C V.
Je-li € = min{d,n} mens{ z nich je B.(z) CU i B.(x) CV takize Bs(x) CUNV aUNV je tedy
oteviena mnozina. Ve vété o sjednoceni se mluvi o libovolném souboru podmnozin tedy kone¢ném
nebo nekoneéném. Méme tedy dany oteviené mnoziny U; C X kde indexy ¢ € I jsou z néjaké
(koneéné nebo nekonecéné) indexove mnoziny I. Bod x € X patii do jejich sjednoceni U, pokud
patif aspoin do jednoho U;. Ale v tomto pifpadé existuje kladné e takové ze B.(x) C U, a protoze
U; CU je také B.(z) CU. Tim je ukdzano, ze U je oteviend mnozina.

Duadlni pojem k oteviené mnoziné je uzavienda mnozina. Podmnozina V' C X je uzaviena, jestlize
jeji doplnék X \ V sestavajici ze vSech bodu které nendlezi do V, je oteviend mnozina. Z duality
plyne, ze sjednoceni dvou uzavienych mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolného systému
uzavienych mnozin je uzaviend mnozina. Uzavienost neni opak otevienosti. Nékteré mnoziny jako
polouzaviené intervaly nejsou ani oteviené ani uzaviené. Naopak existuji mnoziny které jsou jak
uzaviené tak oteviené. Takovym mnozindm fikdme obojetné. V kazdém prostoru mame aspon
dvé obojetné mnoziny, totiz prdznou mnozinu @) a cely prostor X. Prostor, jehoZ jediné obojetné
mnoziny jsou () a X se nazyva souvisly. Piikladem souvislého prostoru je realns piimka R. To plyne
z véty 1. Kdyby totiz byla A C R neprdzdnd obojetnd mnozina, byl by jeji doplnék B = R\ A
sestavajici z téch prvku které nepatii do A, také neprazdnou obojetnou mnozinou. Podle véty 1
vsak v jedné z téchto mnozin existuje posloupnost prvku které konverguji k néjakému prvku druhé
mnoziny, napiiklad prvky a; € A které konverguji k néjakému b € B. To ale neni mozné protoze B
je oteviend mnozina a tedy néjaké okoli prvku b obsahuje jen prvky B a zadny prvek posloupnosti
a;. Podobné lze ukézat, ze také kazdy redlny interval je souvisld mnozina (tj. jakozto metricky
prostor je to souvisly prostor). Naopak sjednoceni dvou disjunktnich intervalu X = (0,1) U (2,3)
souvisly prostor neni. M4 totiz obojetné mnoziny (0,1) a (2,3). Plat{ dokonce

Véta 10 Podmnozina V C R je jakozto podprostor souvisla prdvé kdyz je to interval.

Specidlné mnozina racionalnich ¢isel neni souvisld protoze existuji fezy racionalnich ¢isel tfetiho
druhu. Véta o mezihodnoté tak ma nasledujici topologické zobecnéni

Véta 11 Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor: Je-li f : X — Y spojité zobrazent
které je surjektivng (to znamend Ze f(X) =Y ) a je-li X sowvisly prostor, je takéY souvisly prostor.

Dukaz této zobecnéné véty o mezihodnoté je velmi jednoduchy: Predpoklidejme sporem, ze Y
neni souvisly, to znamend Ze existuje obojetné nepréazdné vlastni podmnozina () # V' C X. Potom
mnozina f~1(V) je neprazdnd vlastnf obojetnd podmnozina X, coz je spor.
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11 Topologie

Studium topologickych vlastnosti metrickych prostori vede k dalsimu stupni abstrakce, ve které
vychozi struktura topologického prostoru pouze specifikuje které podmnoziny prostoru jsou oteviené.
Tuto dalsi hladinu abstrakce uskuteénil Felix Hausdorff zacatkem 20. stoleti.

Definice 12 Topologicky prostor je abstrakini mnozina X spolu se systémem T podmnozin X,
ktery obsahuje prdazdnou a plnou mnoZinu a je uzavieny na konecéné pruniky a libovolnd sjednocentd.
To znamend Ze plati

1.her, Xer.

2. Je-liUy €T aUy €1 pak také UyNUy € T.

3 Je-li U; € T pro kazdé i € I, pak také sjednoceni | J,.; U; € T.

el

Definice 13 Topologicky prostor je souvisly, jestlize jediné jeho obojetné (oteviené a uzavrené)
mnoziny jsou O a X.

Definice 14 Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory je spojité, jestlize pro kaZdou
otevienou mnozinu U € Ty prostoru'Y plati Ze jeji vzor f~1(U) € Tx je oteviend mnoZina v X.

Veéta 15 Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor.

Dikaz této topologické véty je stejny jako v piipadé metrickych prostoru. V teorii topologickych
prostoru dosahly pojmy spojitosti a souvislosti svého nejobecnéjsiho vyjadieni, oprosténého od
vSech nepodstatnych a nahodilych okolnosti kterymi jsou doprovazeny na nizsich stupnich abs-
trakce. Zatimco jesté teorie metrickych prostoru je plné zavisld na teorii redlnych ¢isel (protoze
vzdédlenosti jsou redlnd ¢isla), teorie topologickych prostoru je uz od této zdvislosti zcela osvobozena
a vyjadruje ideje spojitosti a souvislosti v jejich ¢istych podobach.
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