MATEMATICKE POJMY, OBJEKTY A NAZOR:
SPOJITOST A SOUVISLOST

PETR KURKA

V matematice se studuji matematické pojmy, objekty a vztahy, které zachycuji intu-
itivné tusené rysy prirozeného svéta. Matematické pojmy se definuji implicitné axiomy,
které vyjadtruji nase intuitivni predstavy o vztazich v pfirozeném svété. Vztahy mezi ma-
tematickymi pojmy a objekty se formuluji jako matematické véty a zduvodnuji se dikazy,
které vychazi z axiomi a sestavajl z logické argumentace. P¥i hledani matematickych
vztaht a dukazu se fidime ndzorem - intuitivni predstavou matematickych objektu a
struktur. Pritom se opirdme o logiku, o formalni symbolické manipulace nebo o vypocty.
Matematicky nazor neni staticky, ale méni se tak, jak se vyviji nase znalost matematic-
kych objektd a pochopeni vztahti mezi nimi. Matematika se rozviji tim, Ze se objevuji
podobnosti a analogie mezi jejimi riuznymi oblastmi. Takové analogie vedou k hlubsimu
pochopeni studovanych struktur a k formulaci obecnéjsich teorii, které odhaluji podstatu
studovanych vztahti. V obecnéjsich teoriich se vztahy mezi matematickymi pojmy objevuji
v ¢istém tvaru oprosténém od nahodilosti, které je doprovazeji na nizsich stupnich abs-
trakce. Ukazeme si takovy vyvoj k abstrakeci a k obecnosti od prvnich tapavych pokust az
k dokonalé elegantni teorii na pojmech souvislosti a spojitosti v geometrii a v topologii.

Pojmy spojitosti a souvislosti pouzivame pri popisu situaci a déji prirozeného svéta.
Déj je spojity, pokud béhem kratkych c¢asovych intervali dochazi jen k malym zménam,
nenastavaji nahlé zvraty. Prostorova oblast je souvisld, kdyz se neskladd z oddélenych
casti, kdyz ji mizeme celou projit aniz bychom ji opustili. V matematice byl jev spojitosti
tematizovan a definovan Bernardem Bolzanem. Funkéni zavislost je spojitd, jestlize malé
zmény nezavisle proménné nezpusobi velké zmény zavislé proménné. Souvislost je jedna z
podstatnych vlastnosti kontinua realnych ¢isel a vyjadiuje, ze mezi redlnymi ¢isly nejsou
zaddné mezery. V prubéhu 19. stoleti byl pojem spojitosti postupné zobecnovan a pritom
se stédle zretelnéji zjevovala jeho podstata. Soucasné byla identifikovana souvislost jako
jedna z podstatnych vlastnosti kontinua a objasnil se vztah téchto dvou pojmiu. Tento
vyvoj vyvrcholil zacatkem 20. stoleti v obecné topologii. Souvislost se zde chape jako
vlastnost topologickych prostoru a spojitost jako vlastnost zobrazeni mezi témito prostory.
Vztah mezi obéma pojmy je vyjadren formalné velmi jednoduchou vétou, ze spojity obraz
souvislého prostoru je souvisly prostor. Tato jednoduchost by vSak nebyla myslitelna bez
predchazejiciho dlouhého a komplikovaného vyvoje.

1. LOGIKA A NAZOR

Mezi v$im lidskym védénim se matematické védéni vyznacuje nezpochybnitelnou apo-
diktickou jistotou. Argumenty matematickych dukazu jsou presvédcivé a nevyvratitelné.
O tom, které matematické véty plati a které diukazy jsou korektni, vladne v matematické
komunité témér naprosta shoda, i kdyz u novych vysledkt mize néjakou dobu trvat nez
se tato shoda ustavi. Tuto nezpochybnitelnost matematiky odtvodnuji filosofové riiznym
zpusobem. Gottfried Wilhelm Leibniz zaklad4 matematiku pouze na rozumovém logickém
uvazovani.

»Jsou dale dva druhy pravd, totiz pravdy rozumové a faktové. Rozumové

pravdy jsou nutné a jejich opak je nemozny, faktové pravdy jsou naproti

tomu nahodilé (kontingentni) a jejich opak je mozny. Je-li néjaka pravda

nutnd, lze ukizat na jeji divod prostfednictvim analyzy, rozklada-li se

na jednodussi ideje a pravdy, az dospéje k ptivodnim. Tak se u matema-

tikd prevadéji spekulativni poucky a praktické predpisy prostfednictvim
1
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analyzy na definice, axiomy a postuldty. Pritom se nakonec dochézi k jed-
noduchym idejim, jejichz definici nelze podat, i k axiomtim a postulatim,
nebo strucné, k puvodnim principim, jez nejsou schopny ditkkazu a také ho
nepotiebuji. Jsou to identické véty, jejichz opak obsahuje vyslovny spor.“*

Na Leibnize navazuji logicisté Gottlob Frege a Bertrand Russell, ktefi chapou celou
matematiku jako soucast logiky, pokouseji se vsechny matematické véty i axiomy odvodit
z Cisté logickych principt®. Proti Leibnizovi se vymezuje Immanuel Kant, ktery poukazuje
na roli nazoru v matematice. Leibnizovu rozliSeni pravd rozumovych a faktovych odpovida
Kantovo rozliseni souda apriornich a aposteriornich.

, Predevsim musime poznamenat, ze vlastni matematické véty jsou vzdy
apriornimi, a nikoli empirickymi soudy, protoze se vyznacuji nutnosti, kterd
nemiize byt cerpana ze skutecnosti. Jestlize tuto moji tezi nechcete pripus-
tit, pak ji tedy omezim na cistou matematiku, jejiz pojem sam uz s sebou
nese, ze v ni neni obsazeno poznani empirické, ale pouze ¢isté poznani a

priori.®

Apriorni soudy ale Kant dale déli na soudy analytické, které spocivaji plné na zasadé
sporu, tj. na logice, a na soudy syntetické, které spocivaji na ¢istém nazoru a zahrnuji
celou matematiku.

,Co je podstatné u cistého matematického poznani a ¢im se odlisuje od

vseho jiného poznani a priori, je okolnost, ze musi postupovat nikoliv po-

moci pouhych pojmai, nybrz tak, ze je nazorné konstruuje. Jelikoz tedy musi

vychézet ve svych vétach za hranice pojmt, tedy jit k tomu, co je obsa-

zeno v nazoru, ktery pojmu odpovida, nemohou a nebudou matematické

véty nikdy vznikat pitvdnim pojmt, tedy analyticky, a jsou proto vesmeés

syntetické.“*

Kantuv néazor je nazor tiirozmérného eukleidovského prostoru a jednorozmeérného casu.
Vsechny geometrické véty jsou na ndazoru tiirozmérného prostoru zaloZeny a je to tento
nazor, ktery jim dodava apodiktickou jistotu.

, Geometrie je véda, kterd urcuje vlastnosti prostoru synteticky, a prece a
priori. Jaké asi musi byt predstava prostoru, aby bylo mozné takové jeho
poznani? Prostor musi byt ptivodné ndzorem, nebot z pouhého pojmu se
nedaji odvodit zadné véty, které jej prekracuji, k ¢emuz v geometrii prece
dochézi. Avsak tento nézor se v nas musi nachazet a priori, tj. pred veske-
rym vnimanim néjakého predmétu, musi to tudiz byt ¢isty, nikoli empiricky
nézor. Nebot geometrické véty jsou vesmés apodiktické, tj. spojené s védo-
mim své nutnosti, napr. ze prostor ma jen tii rozméry; takové véty vsak
nemohou byt empirickymi nebo zkusenostnimi soudy, ani z nich nemohou
byt usouzeny.“®

2. ROVNICE

Jak vypada matematika zalozena plné na kantovském nazoru si ukdzeme na problema-
tice TeSeni rovnic. Rovnice predstavuje tilohu nalézt nezndmé cislo s danymi vlastnostmi.
Nejjednodussi jsou linearni rovnice tvaru ax + b = 0, jednoduché feseni maji i kvadratické
rovnice tvaru az? 4+ bx + ¢ = 0. Renesanéni matematika za¢ind objevem vzorce na feseni
rovnic tretiho stupné a pozdéji byl nalezen i vzorec pro Teseni rovnic ¢tvrtého stupné.
Problém nalézt vzorec pro reseni rovnic patého a vyssiho stupné byl dlouho otevrieny,
az zaCatkem 19. stoleti Evariste Galois ukazal, Ze je nefesitelny. Neexistuje zadny vzorec

1G.W.Leibniz: Monadologie §33-§35, Monadologie a jiné prace, Svoboda, Praha 1982, s. 161-162

2viz Stephan Koérner: The Philosophy of Mathematics. An Introductory Essay, Hutchinson University
Library, London 1980.

3I.Kant: Prolegomena ke kazdé piisti metafyzice jez se bude moci stét védou. Svoboda, Praha 1992, s.
35

4Tamt. s. 36

5I.Kant: Kritika ¢istého rozumu, str. 58, OIKOYMENH, Praha 2001.
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sestaveny z algebraickych operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a odmocnovani pro
feSeni obecné rovnice patého nebo vyssiho stupné.

o~ N

a b 7/ b ‘ \U/b

OBRAZEK 1. Rovnice patého stupné

Neexistence vzorce pro reseni rovnice ale neznamend neexistenci reseni této rovnice.
Jednoduchy argument ukazuje, ze kazda rovnice patého stupné alespon jedno feseni ma.
Je vsak treba se prenést od cisel k prostoru. K tomu slouzi predstava realné primky, ve
které ztotoznujeme velic¢iny (redlna cisla) s body primky. Na pfimce zvolime bod, kterému
priradime nulu a vpravo od néj bod, kterému priradime jednotkou. Tim jsou jiz urceny
polohy vsech ostatnich ¢isel na redlné primce. Nanasenim jednotkové délky uréime po-
lohu kladnych i zapornych celych ¢isel. Eukleidovskymi konstrukcemi pak priradime body
primky vsem raciondlnim ¢islim i jejim odmocnindm. Dalsi konstrukce urcuji i takova
¢isla jako 7 a e.

Reélnou funkci reprezentujeme jejim grafem v roviné s pravouhlymi souradnicemi. Graf
funkce f sestéava ze vSech bodu se soufadnicemi (x, f(x)), a poskytuje nézor na cely jeji
prubéh. Vidime kde je funkce monoténni (rostouci nebo klesajici) i kde ma koreny. Funkce
f(x) = 2° je zdporna v zaporné oblasti a kladna v kladné oblasti (viz obr. 1 vlevo),
pritom roste rychleji nez jakykoliv mnohoclen ¢tvrtého stupné. Funkce patého stupné
f(z) = 25 + cax* + 323 + 2% + 12 + ¢ je tedy zaporna pro dostatateéné mald zaporna
¢isla a kladna pro dostatecné velka kladna ¢isla: existuji ¢isla a < 0 < b, pro ktera plati
f(a) < 0 < f(b) (viz obr. 1). Bod grafu (a, f(a)) lezi pod osou z zatimco bod (b, f(b))
lezi nad ni. Graf funkce f tedy musi protnout osu z, existuje ¢islo x mezi a a b, pro které
plati f(x) = 0. Tato tivaha dokonce i dava navod, jak FeSeni x vypocitat, neboli jak se
k nému libovolné ptiblizit. Polozme ag = a, by = b, dy = (ap + bp)/2 a podivejme se
na znaménko f(dp). Je-li f(dp) = 0, nalezli jsme feseni rovnice = = dy. Je-li f(dp) < 0,
polozme a1 = dg, by = bg. V opacném pripadé polozme a; = ag, b = dy. V obou piipadech
plati f(a1) < 0 < f(b1) a postup muzeme opakovat s a; a by (viz obr. 2 vlevo). Jsou-li jiz
a;, b; sestrojena, a plati-li f(a;) - f(b;) < 0, poloZme

ai +bi  ajy1 =a;, b1 =d; pokud f(a;)- f(di) <O,
2 ’ A1 = di, bi+1 = bi pokud f(dl) . f(bl) < 0.

d; =

Jestlize pro nékteré i plati f(a;) - f(b;) = 0, pak a; nebo b; je kofen rovnice. V opa¢ném
pripadé dostéavame posloupnosti ag < a1 < ag < -+ < by < b1 < bg. Obé posloupnosti a; i
b; konverguji ke stejnému cislu x, které je feSsenim rovnice. To je iterativni algoritmus
pro feseni rovnic.

¢ P
Q
a } by ‘
2] a b, bo
I g

OBRAZEK 2. Iterativni algoritmus (vlevo) a Lagrangetv diikaz Véty o me-
zihodnoté (vpravo)
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Tato tivaha neplati pouze pro rovnice patého stupné, ale pro kazdou rovnici lichého
stupné. Plati dokonce i pro rovnice které algebraické nejsou a o néjakém vzorci pro jejich
feSeni nemtize byt ani feci. Pro funkci f(z) = x — cosz plati —1 = f(0) <0< f(5) = §
a tedy existuje x mezi nulou a 5, pro které f(x) = 0. Lze tedy timto zptisobem najit
feSeni kazdé rovnice? A zde pravé vstupuje do hry spojitost. Aby tento postup fungo-
val, musi byt funkce f v intervalu [a, b] spojitd, jeji graf nesmi byt mezi body (a, f(a)) a
(b, (b)) prerusen. Na pfelomu 18. a 19. stoleti se ovSem nespojité funkce v matematice
neuvazovaly®. Typickymi funkcemi byly mnoho¢leny, elementdrni funkce jako exponenci-
ala, nebo funkce analytické které lze napsat jako soucet mocninné rady. Pojem spojitosti
nebyl explicitné formulovan ale pouzival se intuitivné. K predstavé funkce patrilo, ze jeji
graf 1ze nakreslit jednim tahem, aniz bychom zvedli tuzku z papiru. Graf funkce se chapal
jako zaznam pohybu hmotného télesa a v takovém pohybu nemohou byt zddné skoky. Na
zékladé této predstavy argumentuje Joseph Luis Lagrange v dile, které se zabyva fesenim
algebraickych rovnic:

, Teorém: Je-li dana jakakoliv rovnice a jsou-li znama dvé ¢isla takova, ze
kdyz jsou dosazena na misto neznamé této rovnice, davaji vysledky opac-
nych znamének, pak rovnice bude mit nutné alespon jeden realny koren,
jehoz hodnota bude mezi témito dvéma hodnotami.“”

,Ditkaz: Vyjadreme danou rovnici jako P — @ = 0, kde P je soucet vsSech
kladnych ¢lenti a Q) je soucet vSech zapornych ¢lenti. Predpokladejme nejdrive,
ze Cisla p a q jsou kladné a ze ¢ je vétsi nez p. Predpokladejme dale, ze
prox = pplati P—@Q < 0 a pro x = g plati P — @ > 0. Je jasné ze
v prvnim piipadé je P < @ a v druhém pripadé bude P > @ (viz obr. 2
vpravo). Nuze vzhledem k tvaru P a @, které obsahuji pouze kladné ¢leny s
mocninami kladnych ¢lenu, je evidentni, Ze tyto kvantity nutné rostou tak,
jak roste x. Jestlize nechame x v nerozeznatelnych stupnich zvétsovat od p
ke g, budou se také v nerozeznatelnych stupnich zvétsovat P a @) takovym
zpusobem, ze P se zvétsi vice nez (), protoze z mensiho se stane vétsim.
Tedy nutné bude existovat vyraz mezi dvéma hodnotami p a ¢ kde P bude
rovno @, tak jako dvé vozidla (mobiles), ktera jedou stejnou cestou ve stej-
ném sméru, vyjela ze dvou riiznych mist a prijedou ve stejny cas do jinych
dvou mist tak, ze to které bylo nejprve vzadu se nakonec bude nachézet
vpfedu, se nutné béhem cesty musela predjet.“®

3. BOLZANUV RYZE ANALYTICKY DUKAZ

Problematickou hodnotu dikazi zalozenych pouze na geometrickém nazoru si uvédo-
moval Bernard Bolzano. Tématice se vénuje ve své praci Rein analytischer Beweis des
Lehrsatz, dass zwischen jeder zwey Werthen, die ein entgegensetzes Resultat gewdhren,
wenigstens eine reele Wurzel der Gleichung liege” z roku 1817 o analytickém diikazu Véty
o mezihodnoté. Jiz nazev ¢lanku lze chapat jako polemiku s Kantem, ktery, jak jsme vi-
déli v odstavci 1, ryze analytické diikkazy geometrickych vét nepovazuje za mozné. Bolzano
predevsim analyticky definuje pojem spojitosti. Po kritice dosavadnich pojeti spojitosti a

6Nespojité funkce se objevily zacatkem 19. stoleti v teorii fourierovskych rozvoji. Fourierovska rada

sinz sin3x  sinbx —n/4 pro —w<z<0
fo)=—-+=F—+ 5+ = 0 pro z——m01
/4 pro 0<z<m

je definovand pro kazdé redlné ¢islo, je periodickd s periodou 27 a v nule neni spojita.

7J. L. Lagrange: Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrés, Courcier, Paris,
1808, str.1

8Tamt. s. 101-102

géesk}'] preklad F.J.Studnicka: Ryze analyticky dukaz poucky, ze mezi dvéma hodnotami, jez poskytuji
opaéné oznadené vysledky, lezi nejméné jeden realny kofen rovnice, Casopis pro péstovini matematiky a
fysiky, XI, 1881, s. 1-38
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dikazu Véty o mezihodnoté (mezi jinymi diskutuje i nedostateénost Lagrangeova dikazu)
zavadi spojitost definici:

,» Dle pravého vykladu se totiz vyrokem, ze funkce fx pro vSechny hodnoty

x, lezici vné nebo krom jistych mezi, méni se dle zakona spojitosti, rozumi

jen tolik, ze kdyz x znac¢i néjakou hodnotu takovou, rozdil f(z + w) — fz

mozné uciniti mensim nezli kazdou danou hodnotu, mozné-li jen dosaditi

za w hodnotu tak malou, jak vibec libo.“19

Neméneé dilezita ¢ast Bolzanovy prace se zabyva vlastnostmi redlnych cisel. Iterativni
algoritmus sestrojuje dvé posloupnosti ag < a1 < ag < -+ < by < by < bg a Teseni rovnice
je jejich spole¢nd limita. Avsak existence této limity neni samoziejmé. Ve struktufe racio-
nalnich ¢isel takova limita nemusi existovat. Podstatnou vlastnosti struktury realnych cisel
je to, ze posloupnosti konstruované iterativnim algoritmem k néjakému ¢islu konverguji.
Vznika tedy problém, jak charakterizovat ty posloupnosti, které k néjaké hodnoté kon-
verguji, aniz bychom jejich limitni hodnotu uvazovali. Takova charakterizace je vyjadrena
podminkou, kterd se dnes nazyvd Bolzano-Cauchyova (BC). Bolzano tuto podminku
formuluje a dokazuje, ze kazdad BC posloupnost konverguje.

,Poucka. Jestli v fadé hodnot Flz, F?z, F3x,... , F'x,...,F" "2, ... r02-
dil mezi n-tym clenem F"z a kazdym pozdéjsim F"™ "z sebe vzdalenéj$im
od ného mensi nezli kazda veli¢ina dand, jest vzdy uréitd stdla velic¢ina, jiz
se ¢lenové této fady vzdy vice blizi a jiz se mohou tak pribliziti, jak jen
libo, prodlouzi-li se fada dosti daleko.“!

Argumentace v dikaze této véty i v ndsledujicim dikaze Véty o mezihodnoté se oviem
to¢i v kruhu. Bolzano dosud nemé pojem realného ¢isla a jeho dikaz je zalozen na kon-
strukci jinych aproximujicich posloupnosti. Tuto mezeru v argumentaci Bolzano dopliuje
v pozdéjsim rukopise Reine Zahlenlehre'?, kde jiz redlnd ¢isla (kvantity) konstruuje (defi-
nuje) jako nekoneéné méfitelné ¢iselné vyrazy. V navazujicim rukopise Functionenlehre®
pak zavadi pojem (redlné) funkce jako libovolného predpisu, ktery redlnym ¢islim pfifazuje
redlna cisla. S témito pojmy je jiz Bolzanova teorie spojitosti tiplné a jeho dikaz Véty o
mezihodnoté je jiz zcela korektni. V rukopise Functionenlehre ovsem Bolzano uvadi mnohé
dalsi véty o spojitych funkcich, naptiklad Vétu o maximu a minimu: Kazdé spojitd funkce
definovand na uzavieném a omezeném intervalu [a,b] je omezena'? a ma maximum?'®. Ze
to neni uplné samoziejmé si uvédomime, kdyz si vSimneme, zZe pro funkce definované na
otevenych intervalech to neplati. Napriklad funkce f(z) = 1/x na otevieném intervalu
(0,1) neni omezend a nema maximum.

Dtlezitym dusledkem zavedeni pojmu spojité funkce byla jeho konfrontace s geomet-
rickym nézorem. Tento nazor implikuje mnohé vlastnosti, které v pojmu spojitosti nejsou
zahrnuty. Bolzano sestrojuje mnoho prikladu spojitych funkci, které maji prekvapivé ne-
nazorné vlastnosti a nuti nas si nds nazor opravovat a vyostfovat. Nejpodivnéjsi je priklad
spojité funkce, ktera neni monoténni na zadném intervalu a v zadném bodé nema deri-
vaci'®. Bolzano tuto funkei definuje jako limitu posloupnosti funkei, které jsou viechny po
¢astech linedrni (viz obr. 3). V prvnim kroku zac¢ne s funkci f; kterd je linedrni na celém
svém definiénim intervalu (obr. 3 nahote vlevo). V druhém kroku defini¢ni obor (interval)
rozdéli na ¢tyfi intervaly a v kazdém z nich funkci nahradi jinou linearni funkei tak, ze vy-
sledna funkce fo je rostouci na prvnim a tretim intervalu a klesajici na druhém a ¢tvrtém
intervalu (obr. 3 nahore uprostied). V tfetim kroku opét kazdy z téchto intervali rozdéli na

0Tamt. s. 11

Hpamt. §7

12Bernard Bolzano Gesamtausgabe, E. Winter, J. Berg, F. Kambartel, J. Louzil, E. Morscher, B. van
Rootselaar, eds. Frommann-Holzboog, Stuttgart, 1969-, anglicky preklad S. Russ: The Mathematical Works
of Bernard Bolzano, Oxford University Press, Oxford, 2004

BTamt.

MTamg. 857

5 Tamt. §60

16Tams. §111
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Ctyri mensi intervaly a funkci modifikuje tak, Ze je stiidavé rostouci a klesajici na kazdém
z téchto kratich intervalil”. Pro kazdé realné &islo 2 dostavame posloupnost &isel f,(z),
kterd je BC a existuje tedy jeji limita f(x) = lim, oo frn(z). Tato limitni funkce jiz zadné
intervaly monoténie nemd, i kdyz zlistava spojita. Z této jeji vlastnosti také plyne, ze v
zadném bodé nemd derivaci. Konstrukei své funkce predjima Bolzano fraktilni geometrii,
kterad eukleidovsky geometricky nédzor podstatnym zpusobem rozsifuje. V Bolzanové dobé
byly fraktalni tvary nepredstavitelné a nasli se matematici, kteri se pokouseli dokézat,
ze spojita funkce musi mit derivaci alespon nékde.

fq f, fg

OBRAZEK 3. Prvnich Sest aproximaci Bolzanovy funkce a intervaly linea-
rity

4. ARITMETIZACE ANALYZY

Bolzanova prace nevesla v Sirsi znamost a pojem spojitosti se rozsitil teprve z uc¢ebnice
Cours d’analyse A.L.Cauchyho'®. Grattan-Guinness'® presvédéivé argumentuje, ze Cau-
chy pred napsanim Cours d’analyse Bolzanovu préaci ¢etl a podstatnym zptisobem z ni
Cerpal, i kdyz ji necitoval. Bolzanovy prace Reine Zahlenlehre a Fuctionenlehre ztuistaly az
do 20. stoleti jen v rukopise, a matematiky 19. stoleti neovlivnily. Analytické principy ale
byly rozpracovany v projektu aritmetizace analyzy Dedekinda, Cantora a Weierstrasse.
Ten je zaloZen na pojmech: na pojmu realného ¢isla, pojmu redlné funkce, pojmech spoji-
tosti a diferenciovatelnosti redlné funkce. Dedekind definuje redlna ¢isla jako fezy. Rez je
rozklad mnoziny raciondlnich ¢isel na dvé disjunktni podmnoziny takové, ze kazdy prvek
prvni mnoziny je mensi nez kazdy prvek druhé mnoziny. Je to tedy dvojice neprazdnych
podmnozin A, B C Q, takovych ze plati
1. A#0, B#0,

2. AnNB=0, AUB=Q,

3.Vae AVbe B,a<b

Rikédme ze ez (A, B) je prvniho druhu, jestlize mnozina A mé nejvétsi prvek, druhého
druhu, jestlize mnozina B mé nejmensi prvek a tfetiho druhu, jestlize ani A nemd nejveétsi
prvek ani B nemé nejmensi prvek. Ctvrty piipad, Ze by A méla nejvétsi prvek a B méla
nejmensi prvek nastat nemutze. Kazdé raciondlni ¢islo ¢ urcuje dva fezy:

1.A={2€Q: z<c¢}, B={r€Q: x> ¢} fez prvniho druhu,

22A={x€Q: z<c}, B={zx€Q: x> c} fez druhého druhu.

Iracionalni &sla jsou reprezentovany fezy tiettho druhu. Napifklad v/2 je reprezentovano
fezem

A={z€Q: 22 <2neboxr <0}, B={r€Q: 22 >2ax > 0}.

17y kazdém kroku se linedrni funkce spojujici bod (a, A) s bodem (b, B) nahradi ¢tyfmi linedrnimi
funkcemi spojujicimi body (a, A), (S“T”’b, 3A§5B), (‘%rb, A;B), (%n, #), (b, B).
185, 1. Cauchy, Cours d’Analyse de I’Ecole Royal Polytechnique, Debure, Paris, 1821
191 Grattan-Guinness: Cetl Cauchy Bolzana pred napsanim Cours d’analyse?, Pokroky matematiky,

fyziky a astronomie, 15, vol. 3-4, 1970, s. 133-137
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Mnozinu R lze definovat jako sjednoceni mnoziny raciondlnich ¢isel s mnozinou fezu tie-
ttho druhu. Na R pak lze definovat algebraické operace i relace nerovnosti s obvyklymi
vlastnostmi. Na mnoziné redlnych cisel lze ale také definovat fezy obdobnym zptsobem
jako na ¢&islech raciondlnich. Rez na redlnych éislech je rozklad mnoziny redlngch éisel na
dvé neprazdné disjunktni podmnoziny takové, ze kazdy prvek prvni mnoziny je mensi nez
kazdy prvek druhé mnoziny. Tyto fezy jsou budto prvniho druhu nebo druhého druhu.
Rezy tietiho druhu na struktufe redlnych ¢isel neexistuji. Pravé tato vlastnost vyjadiuje,
ze struktura redlnych ¢isel je souvisla, nelze ji rozdélit na dvé oddélené c¢asti. Kdykoliv
ji rozdélime na tez (A, B), v jedné z jeho mnozin se naléza prvek (maximum mnoziny A
nebo minimum mnoziny B) ke kterému se libovolné pfiblizuji prvky druhé mnoziny. Lze
ukézat, ze tato vlastnost plati nejen pro fezy ale pro libovolny rozklad:

Véta 1. Struktura redlnych cisel je souvisla. To znamend, Ze jsou-li A, B C R neprdazdné
mnoziny pro které plati AN B = (), AUB = R, pak bud ezistuje posloupnost b; € B
kterd konverguje k néjakému a € A, nebo existuje posloupnost a; € A, kterd konverguje k
néjakému b € B.

Pri studiu realnych funkci se casto setkavame s funkcemi, které nejsou definovany pro
vSechna redlnd cisla, ale jen na mensim definicnim oboru, nejcastéji intervalu. Napriklad
rovnice polokruznice f(z) = V1 — a2 je definovdna na uzavieném intervalu [—1,1]. Ro-
zeznavame intervaly uzaviené [a, b], které obsahuji své krajni body a otevfené intervaly
(a,b), které je neobsahuji. Déle existuji jesté intervaly polouzaviené (¢i polooteviené)
[a,b) a (a,b]. Kromé téchto omezenych intervali méame jesté neomezené intervaly (—oo, b),
(—00,b], (a,00), [a,00) a plny interval R = (—o0, 00). Defini¢ni obor redlné funkce f zna-
¢ime D(f) a jeji obor hodnot znacime R(f) = {f(z) : = € D(f)}. Spojitost redlné funkce
f s definiénim oborem D(f) se definuje stejné jako u Bolzana.

Definice 2. Redlnd funkce f je spojita v bodé x € D(f) svého definicniho oboru, pokud
pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé y € D(f), které splriuje |y — x| < § plati
|f(y) — f(x)| < e. Rikdme Ze redlnd funkce je spojitd, je-li spojitd v kazdém bodé¢ svého
definicniho oboru.

Vétu o mezihodnoté lze pak dokazat v nasledujicim tvaru:

Véta 3. Pokud pro redlnou spojitou funkci f s definicnim oborem D(f) = |a,b] plati
f(a)- f(b) <0, pak ezistuje ¢ € (a,b) pro které f(c) = 0.

Ekvivalentné ale elegantnéji lze Vétu o mezihodnoté vyjadrit ve tvaru, ze spojity obraz
intervalu je interval.

Véta 4. Je-li [ spojitd redlnd funkce jejiz definicni obor D(f) je interval, pak jeji obor
hodnot R(f) = {f(z) : = € D(f)} je také interval®.

5. FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Zobecnéni rovnic o jedné nezndmé jsou soustavy rovnic o vice neznamych. Typicky
pro urceni n nezndmych potfebujeme n rovnic, pokud jsou tyto rovnice nezavislé. Nej-
jednodussi pripad je soustava dvou linedrnich rovnic f(z,y) = aix + biy + ¢ = 0,
g(z,y) = asx + boy + co = 0. Z druhé rovnice vypocitame kofen y pri daném z, tj.
najdeme funkci y = h(x) = —(agx + ¢2)/be, kterd spliuje g(x,h(x)) = 0. Potom fesime
rovnici f(z,h(x)) = 0 a z nalezeného Feseni x vypocitdme y = h(z). Bude tento postup
fungovat i v pripadé nelinedrnich soustav? I v tomto obecnéjsSim pripadé se muzeme poku-
sit o prevod na Teseni rovnic o jedné neznamé, takze zde bude opét hrat roli spojitost obou
funkei f(z,y) a g(z,y). Co vSak znamend spojitost funkce dvou proménych? Zde pomize
geometricky nazor. Graf funkce f(x,y) je plocha, kterd sestava ze vsech bodu v trirozmeér-
ném prostoru se souradnicemi (z,y, f(x,y)) a lze ji zobrazit prosttedky 3D-grafiky nebo

20Je-i totiz z < z < yax,y € R(f), existuji a,b € D(f) pro které x = f(a) a y = f(b). Podle Véty
o mezihodnoté existuje ¢ € D(f), pro které f(c) = z, takze z € R(f). Tento argument ukazuje, R(f) je
interval.
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OBRAZEK 4. Plocha sedla: spojita funkce f(x,y) = 22 — y%. 3D-zobrazeni
(vlevo) a vrstevnice (vpravo)

vrstevnicemi. Vrstevnice f~1(c) = {(x,y) € D(f) : f(z,y) = c} je mnozina bodi, jejichz
funkéni hodnota je c. Na obr. 4 vidime graf funkce f(z,y) = 2% — 32 kterd popisuje tvar
krajiny v okoli horského sedla. Hfeben pohoii je umistén v ose z. Pro kazdé pevné x ma
sméru osy y od néj na obé strany vedou tdoli. Situaci znazornuje 3D-zobrazeni (vlevo) a
soustava vrstevnic (vpravo). V analogii s jednorozmérnym pripadem se nabizi kritérium
spojitosti v tom, ze plocha grafu nemd trhliny. Funkce f(x,y) dvou proménnych bude
spojitd v bodé zy = (zo,yo) jestlize ve vSech blizkych bodech z; = (z1,y1) budou také
blizké hodnoty f(xo,y0) a f(x1,y1). Podle Pythagorovy véty je vzdélenost bodu zp, 23
déna vzorcem da(zp,21) = /(z0 — y0)2 + (z1 — y1)2.

Definice 5. Redind funkce f(x,y) dvou proménnijch je spojitd v bodé zy = (o, yo) € D(f)
svého definic¢niho oboru, pokud pro kazdé kladné ¢ > 0 existuje kladné 6 > 0, takové Ze pro
kazdé z = (z,y) € D(f) pro které da(z, z0) < 9, plati |f(x,y) — f(xo,0)| < €.

Dvourozmérnou verzi véty pro mezihodnoté pro dvé rovnice o dvou nezndmych lze pak
formulovat a dokézat ve tvaéu
(x,d)>0

o (@]
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v iR £
e~ N >
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OBRAZEK 5. Soustava dvou rovnic o dvou neznidmych

Véta 6. Necht f, g jsou spojité funkce dvou proménngch, jejichz definicni obor je obdélnik
D(f) =D(g) = [a,b] x [e,d], a predpokladejme Ze plati

1. fla,y) <0< f(byy) proc<y<d, a

2. g(x,c) <0< g(z,d) proa <x <b.

Pak ezistuje (z,y) € D(f), pro které plati f(z,y) = g(z,y) = 0.

Idea dtkazu se odviji od postupu, ktery se osvédcil u soustavy linearnich rovnic. 7
jednorozmérné véty o mezihodnoté vime, Ze pro kazdé x existuje y, pro které g(z,y) = 0.
Pokud takové y existuje jediné, mame funkci y = h(x) kterd spliuje g(z,h(z)) = 0.
Pokud také pro kazdé y existuje jediné = pro které f(x,y) = 0, médme funkci z = k(y),
kterd splnuje f(k(y),y) = 0 a grafy funkci h a k se musi protnout v jediném bodé (z,y),
ktery je Fesenim soustavy (obr. 5 vlevo). Na této ideji lze ovSem zalozit dikaz jen v
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nékterych specidlnich pripadech, na priklad kdyz pro kazdé pevné y je f(z,y) rostouci
funkei proménné x a pro kazdé pevné z je g(z,y) rostouci funkei proménné y. Véta plati
i v obecném tvaru kdy funkce h a k nejsou urceny jednozna¢né (viz obr. 5 vpravo), jeji
diikaz je ale zaloZen na jemnéjsich argumentech.?!

6. VICEROZMERNE PROSTORY

Vétu o mezihodnoté jsme zobecnili na soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych a nabizi
se moznost zobecnéni na soustavy t¥i rovnic o tfech nezndmych ¢i na soustavy n rovnic
o n neznamych. V téchto vyssich dimenzich se vsak uz nemtizeme opirat o nazor. Graf
funkce dvou proménnych je plocha v tfirozmérném prostoru, kterou si muzeme zhotovit
z papiru ¢i ze dieva, nakreslit pomoci 3D-grafiky a nebo si ji jen predstavit. Graf funkce
f tfi proménnych je mnozina ¢tvefic (z,v, z, f(x,y,2)) a bylo by ho mozné umistit do
étyfrozmérného prostoru, pokud by takovy prostor byl predstavitelny. Mame-li uspét pri
feSeni obecnych soustav rovnic, musime prekrocit izky obzor Kantova nazoru, ktery, jak
jsme videéli v odstavci 1, je striktné tiirozmérny. Analyticky pristup Bolzana a Weierstrasse
ovsem k takovému kroku pirimo vybizi. Ttirozmérny eukleidovsky prostor jsme ztotoznili
s mnozinou jeho soufadnic, tj. s mnoZinou trojic redlnych ¢isel R = {x = (x1,z2,73) :
x1, T2, 23 € R}. Analogicky tedy definujeme n-rozmérny eukleidovsky prostor jako mnozinu
R" = {x = (v1,...,2,) : =1,...,2, € R} n-tic redlnych ¢isel. O prostoru lze vsak
mluvit jen tam, kde je néjakd geometrickd struktura. Zde hraje podstatnou roli pojem
metriky - vzdalenosti. Vzdalenost dvou bodu prostoru je délka tusecky, kterd je spojuje.
7 Pythagorovy véty dostdavame pro vzdalenost bodi v dvourozmérném a tiirozmérném
prostoru vzorce, které lze zobecnit na n-rozmérny piipad:

dn(x,y) - \/(xl - y1)2 +oet (xn - yn)2; T,y € R™

To zahrnuje i jednorozmérny piipad di(x,y) = |z — y|. Realna funkce f s definiénim obo-
rem D(f) C R" je spojita v bodé x € D(f), pokud pro kazdé € > 0, existuje § > 0, takové
ze pro kazdé y € D(f) pro které d,,(z,y) < ¢, plati | f(z) — f(y)| < €. V tomto kontextu jiz
muzeme zobecnit Vétu o mezihodnoté na feseni soustav n rovnic o n neznamych. Dikaz
dvoudimenzionalniho piipadu prochézi i v tomto vicedimenzionalnim zobecnéni. Podob-
nym zptsobem lze vybudovat velkou ¢ast analytické geometrie n-rozmérnych vektorovych
nebo eukleidovskych prostorti. Véty formulujeme a dokazujeme na zakladé nazoru dvou-
rozmérného nebo trirozmérného prostoru, analytickd povaha dukazi vsak zaruci, ze do-
kazané véty jsou platné i v kazdém n-rozmérném prostoru. Je vsak dobré si uvédomit, ze
trirozmérny nazor neni v n-rozmérné geometrii nejspolehlivéjsim vidcem, a ze nas snadno
miuze svést na scesti. Pouze nejobecnéjsi véty eukleidovské geometrie a linearni algebry
plati nezavisle na dimenzi. Je vS8ak mnoho geometrickych vlastnosti, které na dimenzi z4-
visi a nazor dvou- ¢i tfi-rozmérného prostoru pro né muze byt bezcenny nebo dokonce
zavadéjici. Pro studium téchto vlastnosti je tieba si vybudovat jemnéjsi nazor zalozeny na
nejriznéjsich analogiich.??

7. FUNKCIONALNI ANAIYZA

Koncem 19. stoleti dochézi v chapani spojitosti k dalsi kvalitativni zméné. Je to spojeno
opét s Fesenim rovnic, jednda se ale o rovnice diferencidlni a integralni. Hledd se nezndma
funkce, ktera splnuje urcité podminky. Problematika diferencialnich rovnic vznikla sou-
casné s diferencidlnim poc¢tem. Z Newtonova pohybového zdkonu F = ma lze odvodit
diferencidlni rovnici pro pohyb soustavy hmotnych bodi. Zname-li silu F(z) kterd ptisobi
na hmotny bod s hmotnosti m v pozici x, dostavame pro pozici 2(t) hmotného bodu v ¢ase

2lpro kazdé z € [a,b] si oznadime M, = {y € [¢,d] : g(z,y) = 0} mnozinu viech bodi které splituji
druhou rovnici. Z jednorozmérné véty o mezihodnoté vime Ze tato mnozina je neprazdné, obsahuje aspon
jeden prvek. Pro kazdé z € [a,b] existuje nejvétsi hodnota H(x) = max{f(z,y) : y € M.} funkce f na
mnoziné M, a lze ukédzat ze takto definovand funkce H je spojitd. Z druhé podminky plyne H(a) < 0 <
H(b), takze existuje z, pro které H(z) = 0, a tedy existuje y € M, pro které f(z,y) = 0. Nalezeny bod
(z,y) tedy splituje obé rovnice f(z,y) =0, g(z,y) =0 a je tedy FeSenim naseho problému.

22yiz Donal O’Shea: Poincarého domnénka. Hled4n{ tvaru vesmiru. Academia, Praha 2009
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t diferencidlni rovnici druhého stupné m - 2’ (t) = F(x(t)). Prvni derivace funkce pozice
x(t) je rychlost v(t) = 2/(t) v Case t, jeji druhd derivace je zrychleni a(t) = v'(¢) = 2" (¢).
Napriklad harmonicky oscilator popisuje pohyb zdvazi umisténého na konci pruziny, jejiz
druhy konec je upevnén. Oznacime-li x odchylku zavazi od klidové polohy, je sila kterd na
néj pusobi umérnd vychyleni, tedy F'(x) = —kx kde k je konstanta imérnosti. Diferenci-
&lnf rovnice 2 (t) = —£ . 2(t) m4 obecné feéenivx(t) = Acoswt+ Bsinwt, kde w = \/k/m
je frekvence a A, B jsou libovolné konstanty. ReSeni je uréeno jednoznacné pocateénimi
podminkami tj. pozici z(0) a rychlosti v(0) = 2/(0) v ¢ase 0:

x(t) = x(0) coswt + U((UO) sin wt
Jesté jednodussi priklad je linedrni diferencidlni rovnice /(t) = r - z(t) pro rust populace s
koeficientem reprodukce r pri neomezenych zdrojich. Pro danou poc¢atec¢ni podminku z(0)
(velikost populace v ¢ase 0) mé rovnice jediné feseni x(t) = z(0) - €.

Od objevu diferencidlniho a integralniho poc¢tu Newtonem a Leibnizem bylo formulo-
vano mnoho diferencidlnich rovnic v riznych oblastech fyziky a geometrie a byly vypra-
covany dimyslné metody jejich reseni. Kazdou diferencidlni rovnici ovsem nelze teSit tak
jednoduse jako uvedené priklady. Opakuje se situace, kterou jsme vidéli u rovnic algebraic-
kych. Pro mnoho typu diferencidlnich rovnic zadné vzorecky nemame a vyvstavaji otdzky,
zda néjaké reSeni vibec existuje, zda je takovych reSeni vice, jaké jsou jejich kvalitativni
vlastnosti (napiiklad rostouci ¢ klesajici) a jakym zpusobem je 1ze numericky vypodcist.
A podobné jako u algebraickych rovnic, odpoveédi zavisi na tom, v jaké mnoziné funkci
feSeni hledame. Funkcionalni analyza vzniké, kdyz se na mnozinu vSech moznych feseni
podivame metaforicky jako na prostor. O funkcich (moZnych FeSenich) pak mluvime jako
o bodech tohoto funkciondlniho prostoru. Geometricka struktura prostoru je ddna metri-
kou, to znamena ze pro kazdé dva body prostoru je stanovena jejich vzdalenost. Prostor
spojitych funkci Cla,b] sestavd ze vSech spojitych redlnych funkei x, jejichz definiéni
obor je uzavieny omezeny interval D(z) = [a,b]. Vzdalenost bodu (funkci) x,y € Cla,b]
definujeme predpisem

d(z,y) = max{|z(t) —y(t)| : ¢ € [a,b]}

Blizké jsou takové funkce, jejichz grafy jsou blizké. Zobrazeni, ktera funkcim ptitazuji
jiné funkce, se nazyvaji operatory. Definici spojitosti, kterou zname z eukleidovskych
prostord, lze formalné snadno prenést na operatory.

Definice 7. Operdtor ® s definicnim oborem D(®) = Cla,b] a s oborem hodnot R(®) C
Cla, b] je spojity v bodé (ve funkci) x € Cla,b], pokud pro kazdé kladné e > 0 existuje kladné
d > 0 takové Ze pro kazdé y € Cla,b] které spliuje d(x,y) < 6, plati d(P(z), P(y)) < €.
Rikdme, Ze operdtor ® je spojity, je-li spojity v kazdém bod¢ x € C|a,b).

Ukézeme si, jak lze funkciondlni prostor C[a, b] pouzit pro feseni diferencidlnich rovnic.
Diferencialni rovnice prvniho fadu s pocateéni podminkou je iloha najit diferencovatelnou
redlnou funkci z s defini¢nim oborem D(x) = [a, b] spliiujici podminky

2'(t) = H(x(t),t) proté€ [a,b], xz(a)=A.

Zde H(u,t) je dand funkce dvou proménnych a A je dand pocdtecni hodnota. Pokud je
funkce H spojitd, pak je tato tloha ekvivalentni tiloze Tesit integralni rovnici

x(t) = A+/ H(z(s),s)ds te€[a,b].

Integralni rovnice se fesi metodou postupnych aproximaci. Na pravou stranu integralni
rovnice se divime jako na operétor, tj, jako na zobrazeni ® definované predpisem y = ®(z),
kde

y(t) = A+ /tH(x(s),s)ds t € la,bl.
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Pro kazdé x € Cla,b] je ®(z) € Cla,b], takze ® je zobrazeni prostoru Cla,b] do sebe.
Za urcitych predpokladt®® na funkci H je zobrazeni ® kontrakce, tj. zmensuje vzdéle-
nosti. To znamend Ze existuje kladné ¢islo ¢ < 1 takové ze pro kazdé x,y € Cla,b] plati
d(®(x),®(y)) < q-d(z,y). Pro kontrakce na prostoru Ca, b] plati Banachova véta 11 o pev-
ném bodé (viz odstavec 8). Za¢neme s libovolnou funkci y € Cla, b] a sestrojujeme posloup-
nost funkei y = yo, y1,y2, - . ., kde y;41 = ®(y;). Pak y; konverguji k funkci = € C[a, b] ktera
je jiz feSenim dané integralni rovnice. Napiiklad diferencidlni rovnici 2'(¢) = r-xz(t) s poca-
tecni podminkou z(0) = A odpovida integralni rovnice ®(z)(t) = A+r fg x(s)ds. Zacneme-
li s nulovou funkei yo(t) = 0, dostavdme posloupnost funkei y1(t) = A, y2(t) = A(1 + rt),
y3(t) = A(1+ 7t + (1t)?/2), atd., které konverguji k exponenciale x(t) = A - e.

8. METRICKE PROSTORY

Metrika na funkciondlnim prostoru ma nékteré vlastnosti stejné jako metriky d,, na euk-
leidovskych prostorech. Tyto vlastnosti lze studovat v obecnosti. Spolecné vlastnosti téchto
metrik se stanovi jako axiomy, a zkouma se, jaké maji dusledky. To je podstatou kroku,
ktery koncem 19. stoleti uc¢inil Maurice Fréchet zavedenim pojmu metrického prostoru.
Jednim ze zékladnich vztahti eukleidovské geometrie je trojihelnikova nerovnost: Soucet
délek dvou stran trojuhelnika je vétsi nez délka strany treti. Trojuhelnikova nerovnost je

vvvvv

Definice 8. Metricky prostor je mnozina X, spolu s metrikou d, coZ je redlnd funkce s
definicnim oborem D(d) = X x X, kterd dvojicim prvki mnoziny X pritazuje nezdapornd
redlnd cisla a plati pro ni ndsledujici ti axiomy:

1.d(z,y) =0 & z=y

2. d(z,y) = d(y,z): symetrie

3. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z): trojihelnikovd nerovnost.

O prvcich mnoziny X mluvime jako o bodech. Kazdy eukleidovsky prostor R™ s metri-
kou d,, je metrickym prostorem a stejné tak prostor Cla, b] spojitych funkei s metrikou d.
Abstraktni pojem metrického prostoru vsak pripousti velkou rozmanitost dalsich priklada.
Na mnoziné vSech n-tic redlnych ¢isel mizeme kromé eukleidovské metriky definovat pra-
vouhlou metriku d(z,y) = |1 — y1| + -+ + |n — ynl, kterou mizeme interpretovat jako
vzdalenost ve mésté s pravouhlou siti ulic. Z jednoho ¢i vice metrickych prostoru lze
ruznymi konstrukcemi ziskavat dalsi metrické prostory. Napriklad kazda podmnozina Y
daného metrického prostoru X je metricky prostor, definujeme-li metriku na Y stejnym
zpusobem jako na X. Specidlné tedy kazdy interval je metricky prostor. Také mnozina
raciondlnich ¢isel Q a jeji doplnék mnozina iracionalnich ¢isel R\ Q jsou metrické podpro-
story R. V tomto abstraktnim pojeti obecnych metrickych prostort se spojitost objevuje
jako vlastnost zobrazeni f : X — Y, jehoz definiéni obor D(f) = X je metricky prostor
X a jehoz obor hodnot R(f) C Y je ¢asti metrického prostoru Y. V tvahéch o feseni
integralnich rovnic se pouzivaji jesté pojmy kontrakce a lipschitzovského zobrazeni, které
pojem spojitosti zesiluji.

Definice 9. Zobrazeni f : X — Y z metrického prostoru X s metrikou dx do metrického
prostoru Y s metrikou dy je spojité v bodé x € X, pokud pro kazZdé kladné € > 0
existuje kladné 6 > 0 takové Ze pro kazdé x' € X které spliuje dx(x,x') < &, plati
dy (f(z), f(2')) < . Rikdme, Ze zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém bodé x € X.
Zobrazeni f je lipschitzovské, pokud existuje kladné q > 0 takové Ze pro kazdé dva body
x,x’ € X plati dy (f(z), f(2')) < q-dx(z,2"). Pokud q < 1, Fikdme, Ze f je kontrakce.?*

Také pojmy konvergentni a BC(Bolzano-Cauchyovy) posloupnosti zavisi jen na metrice
a muzeme je definovat v kazdém metrickém prostoru.

23pokud b —a je dosti malé a H je lipschitzovské zobrazeni (viz Definice 9 v odstavci 8).
24K azd4 kontrakce je zrejmé lipschitzovské zobrazeni a kazdé lipschitzovské zobrazeni je spojité. V
definici spojitosti totiZ staci pro dané e > 0 polozit § = €/q. Je-li dx (z,2") < 6, je dy (f(z), f(z')) < ¢6 = .
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Definice 10. Posloupnost x, € X metrického prostoru X je BC, jestliZe pro kaZdé € > 0
existuje n takové Ze pro kazdé m > n plati d(x,,, x,) < €. Posloupnost z,, € X konverquje
k bodu x € X jestlize pro kaZdé € > 0 existuje n, takové Ze pro kazdé m > n plati
d(xm,z) < €.

Kazda konvergentni posloupnost je BC, ale opac¢na implikace obecné neplati a vyme-
zuje Uplné prostory. Rikdme Ze metricky prostor X je tplny, jestlize kazda jeho BC
posloupnost je konvergentni. Prostor redlnych ¢isel i prostor Cla, b] je uplny, zatimco pro-
stor racionalnich ¢isel Gplny neni. Pro tplné prostory plati nasledujici Banachova véta o
pevném bodé.

Véta 11. Je-li X dplng metricky prostor a je-li ® : X — X kontrakce, pak existuje jediny
pevny bod x € X, pro ktery plati ®(z) = .2

Pojem funkcionédlniho prostoru nam poskytuje novy pohled na nékteré vztahy matema-
tické analyzy. Piiklad konvergentni posloupnosti funkei v prostoru C[0, 1] jsou aproximace
Bolzanovy funkce na obr. 3. Bolzano definuje posloupnost po ¢astech linedrnich funkci
fn 1 [0,1] — R a dokazuje ze pro kazdé t € [0, 1] existuje limita kterou oznac¢i f(t) =
limy, 00 fn(t). O takto definované funkci dokéze Ze je spojitd a neni monoténni na zadném
intervalu. S pojmem funkcionalniho prostoru vidime tutéz situaci jako konvergentni po-
sloupnost bodi ve funkciondlnim prostoru. Podobnou abstraktni interpretaci maji i jiné
véty analyzy. Napriklad Weierstrassova véta rikd, ze kazdou spojitou funkci na kompakt-
nim intervalu lze aproximovat mnohocleny, tj. funkcemi tvaru P(t) = co+cit+---+cpt™. S
pojmem funkcionalniho prostoru tuto vétu mtzeme vyjadrit tak, ze mnozina mnohoclenii
tvori hustou ¢ast funkciondlniho prostoru. To znamend, Ze v libovolné blizkosti kazdé
spojité funkce se nachazi néjaky mnohoclen.

9. TOPOLOGICKE VLASTNOSTI

Teorie metrickych prostort studuje mnoho vlastnosti metrickych prostort a nachézi
mezi nimi nejruznéjsi vztahy. Mezi nimi jsou vyznac¢né vlastnosti topologické, tj. ta-
kové, které se zachovavaji pri spojitych zobrazenich. Nejdulezitéjsi topologické pojmy jsou
okoli bodu, oteviend mnozina a uzaviena mnozina. Okoli bodt Ize definovat pomoci pojmu
koule, ktery zobecniuje koule tfidimenziondlniho eukleidovského prostoru a kruhy dvouroz-
mérného eukleidovského prostoru. V daném metrickém prostoru X s metrikou d nazyvame
kouli se stifedem x a polomérem r > 0 mnozinu B,(z) = {z € X : d(z,z2) < r} vSech
prvki, které jsou od z vzdaleny méné nez r.

Definice 12. Podmnozina U metrického prostoru X je okoli svého bodu x € U, jestlize
existuje v > 0 takové, Ze do U ndleZi vsechny body, jejichZ vzddlenost od x je mensi nez r,
tj. jestlize B.(x) C U. MnoZina U je oteviena, je-li okolim kazZdého svého bodu.

Specialné kazda koule B, (z) je okolim svého stfedu x. Z trojihelnikové nerovnosti plyne
ze B, (x) je okolim kazdého svého bodu, tj. Ze je oteviend. Nova definice zobeciniuje pojem
otevienosti redlnych intervalu. Intervaly (a,b), (a,00) a (—o0,b) jsou oteviené mnoziny
prostoru R. Ale také sjednoceni dvou disjunktnich otevienych intervalu, naptiklad (0,1) U

25Diikaz Banachova véty: Necht r < 1 je koeficient kontrakce. Zvolme libovolny bod y € X a sestrojme
posloupnost bod y = yo,y1,y2, ... predpisem ynr1 = P(yn). Plat! d(yn, ynt+1) < 7 d(yn-1,yn) < -+ <
r™ - d(yo,y1). Pro n < m odtud z trojihelnikové nerovnosti plyne

d(Yn,ym) < dYn;Yn+1) + d(Ynt1, Ynt2) + -+ d(Ym—1,Ym)
< @t ™Y Cd(yo, y1)

n

,
-d
—, o, 1),

1

kde posledni nerovnost plyne ze vzorce pro souéet geometrické fady 14r+r2+4--- = 1/(1 —r). Posloupnost
yn je tedy BC a podle predpokladu tplnosti prostoru X je konvergentni: existuje bod x € X, ke kterému y,,
konvergujei, tj. © = limp— o0 Yn. Ze spojitosti zobrazeni ® plyne ®(z) = limp— oo P(yn) = liMn— oo Ynt1 = x,
takze ®(z) = x je pevny bod. Kdyby takové pevné body existovaly dva z # y, pak by platilo d(z,y) =
d(®(z),®(y)) < r-d(x,y) a to je spor protoze r < 1.
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(2,3) je oteviend mnozina. A i sjednocen{ nekoneéného poétu otevienych intervali (0, 3)U
(23,2)U(2,2)U- - je oteviend mnozina. Vlastnost spojitosti zobrazeni mezi metrickymi
prostory lze vyjadrit pouze z pojmu otevienych mnozin.

Véta 13. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory je spojité prdvée kdyz vzor
V) ={x € X : f(z) € V} kazdé oteviené podmnoziny V CY prostoru Y je oteviend
podmnozina prostoru X.

Nejdulezitéjsi vlastnosti otevienych mnozin postihuje néasledujici véta.
Véta 14. Prunik dvou otevrengch mnoZin je otevrend mmnozina. Sjednoceni libovolného
souboru otevienyich mnoZin je otevrend mnozina. Prdzdnd mnoZina 0 a celd mnoZina X
jsou oteviené mnoZiny metrického prostoru X.?°

Dualni pojem k oteviené mnoziné je uzaviend mnozina. Podmnozina V' C X je uza-
viend, jestlize jeji doplnék X\ V sestévajici ze vsech bodu které nenélezi do V', je oteviend
mnozina. V prostoru R pojem uzaviené mnoziny zobecnuji uzaviené intervaly. Intervaly
tvaru [a, b], [a,00), (—00, b] jsou uzaviené. Z duality plyne, Ze sjednoceni dvou uzavienych
mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviena
mnozina. Uzavienost neni opak otevienosti. Nékteré mnoziny jako polouzaviené intervaly
[a, b) nebo (a, b] nejsou ani oteviené ani uzaviené. Naopak existuji mnoziny, které jsou jak
uzaviené tak oteviené. Takovym mnozindm fikame obojetné. V kazdém prostoru mame
aspon dvé obojetné mnoziny, totiz praznou mnozinu @) a celd mnozina X. Prostor, jehoZ
jediné obojetné mnoziny jsou ) a X se nazyva souvisly. Piikladem souvislého prostoru
je redlnd primka R. To plyne z Véty 1, ktera zaroven poskytuje motivaci pro takovouto
definici souvislosti.2” Podobné lze ukazat, ze také kazdy realny interval je souvisld mnozina
(tj. jakozto metricky prostor je to souvisly prostor). Naopak sjednoceni dvou disjunktnich
intervala X = (0, 1)U(2, 3) souvisly prostor neni. M4 totiz obojetné mnoziny (0,1) a (2, 3).
Plati dokonce

Véta 15. Podmnozina V C R je souvisld prdavé kdyz je to interval.

Specidlné mnozina racionalnich ¢isel neni souvisla, protoze existuji fezy racionédlnich
¢isel tretiho druhu (viz odstavec 4). Véta o mezihodnoté mé nésledujici topologické zo-
becnéni.

Véta 16. Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor: Je-li f spojité zobrazent,
jehoz definicni obor D(f) je souvisly metricky prostor, je jeho obor hodnot R(f) také
souvisly.

Dukaz této zobecnéné véty o mezihodnoté je velmi jednoduchy: Predpokladejme, ze Y
neni souvisly, to znamen4 Ze existuje obojetna neprazdna vlastni podmnozina ) #V C Y.
Potom mnozina f~1(V) je neprazdnd obojetna vlastni podmnozina X, tj. § # f~1(V) C
X, coz je spor s predpokladem.

Zobecnéni které nés privedlo od redlnych funkci k metrickym prostorim, nam umoznilo
odhalit podstatnou fundamentalni strukturu, na které je Véta o mezihodnoté zaloZena.
Struktura souvislosti v teorii redlnych funkci neni ndpadnd, protoze je skryta mezi dalsimi

26D jikaz: Predpokladejme ze U,V C X jsou oteviené mnoziny. Je-li x € U NV prvkem jejich pruniku,
nalezi « do obou z nich, takze existuji kladné ¢ a 7 takova ze Bs(x) C U a By(z) C V. Je-li ¢ = min{4, n}
mensi z nich je Be(z) CU i B(x) CV takze Be(x) CUNV aUNYV je tedy oteviend mnozina. Ve vété o
sjednoceni se mluvi o libovolném souboru podmnozin, tedy kone¢ném nebo nekoneéném. Mame tedy dany
oteviené mnoziny U; C X kde indexy i € I jsou z néjaké (koneéné nebo nekoneéné) indexove mnoziny I.
Bod x € X patii do jejich sjednoceni U, pokud patii aspon do jednoho U;. Ale v tomto pripadé existuje
kladné e takové ze B.(z) C U; a protoze U; C U je také B.(z) C U. Tim je ukazéno, ze U je oteviend
mno#ina. Pro prazdnou mnozinu @ a plnou mnozinu X je vlastnost otevienosti splnéna trivialné.

27Kdyby totiz byla A C R neprdzdnd obojetnd mnozina, byl by jeji doplnék B = R\ A sestavajici z
téch prvku které nepatii do A, také neprédzdnou obojetnou mnozinou. Podle Véty 1 vSak v jedné z téchto
mnozin existuje posloupnost prvka které konverguji k néjakému prvku druhé mnoziny, naptiklad prvky
a; € A které konverguji k néjakému b € B. To ale neni mozné, protoze B je oteviend mnozina a tedy
néjaké okoli prvku b obsahuje jen prvky B a zadny prvek posloupnosti a;.
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strukturami. Zaroven vidime, jak se na této trovni abstrakce dikaz véty zjednodusuje az
trivializuje. Dikaz je bezprostrednim disledkem definice pojmi, definice pojmi k tomuto
dikazu pfimocare vedou. Soucasné se ztraci nazornost diikkazu. Pojem spojitého zobra-
zeni mezi metrickymi prostory je tak obecny, Ze si nemiizeme predstavovat vsechny jeho
specialni pripady.

10. TOPOLOGIE

Studium topologickych vlastnosti metrickych prostori vede k dalsimu stupni abstrakce,
ve kterém vychozi struktura topologického prostoru pouze specifikuje, které podmnoziny
prostoru jsou oteviené. Tuto dalsi hladinu abstrakce uskutecnil Felix Hausdorff zacatkem
20. stoleti. Z Véty 14 o vlastnostech otevienych mnozin metrického prostoru se stanou
axiomy topologického prostoru, z Véty 15 o spojitych zobrazenich metrickych prostort se
stane definice spojitosti v topologii. Pojem oteviené mnoziny topologického prostoru je
definovan implicitné axiomy.

Definice 17. Topologicky prostor je mnozina X spolu se systémem T podmnozin X,
ktery obsahuje prazdnou mnozinu 0 a plnou mnoZinu X a je uzavreny na konecné priniky
a libovolnd sjednoceni. To znamend Ze plati

1.0er, Xer.

2. Je-liUy € 7 a Uy € T pak také UyNUy € T.

8 Je-li U; € T pro kazdé i € I, pak také sjednoceni | J,c; U; € T.

Proky systému T nazyvdme otevrené mnoziny, jejich doplnky nazgyvdme uzavrené mnoziny.

Definice 18. Topologicky prostor je souvisly, jestlize jediné jeho obojetné (otevrené a
uzavrené) mnoziny jsou ) a X . Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory je spojité,
jestlize pro kazdou otevienou mnoZinu U € Ty prostoru Y plati Ze jeji vzor f~1(U) € 1x
je otevrend mnozZina v X.

Véta 19. Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor.

Dtikaz této topologické véty je stejny jako v pripadé metrickych prostort. Je velmi jed-
noduchy a plyne bezprostiedné z definic pojmu spojitosti a souvislosti. Tato jednoduchost
by vsak nebyla myslitelnd bez dlouhého predchoziho vyvoje od prvnich tdpavych kroka
v teorii funkci redlné proménné pres stale obecnéjsi struktury az nakonec ke strukturam
topologickym. V topologii dosahly pojmy spojitosti a souvislosti svého nejobecnéjsiho vy-
jadreni oprosténého od vSech nepodstatnych a nahodilych okolnosti, kterymi jsou doprova-
zeny na nizsich stupnich abstrakce. Zatimco jesté teorie metrickych prostoru je zavisla na
teorii redlnych ¢isel (protoze vzdalenosti jsou redlnd ¢isla), teorie topologickych prostoru
je uz od této zavislosti osvobozena a vyjadiuje ideje spojitosti a souvislosti v jejich ¢istych
podobéach. V tomto smyslu je topologie zakladnéjsi nez geometrie. Vyhranénym zptisobem
to Tika Michel Serres:

»Zacnéme znovu. Zameérme se ne jiz na vektorovy prostor ale na topolo-
gické struktury. A jsme privedeni k poc¢atkium: nikoliv k poc¢atku logickému
nebo historickému, ale k zédkladnim podminkam konstituce forem prostoru.
Touto zpétnou analyzou geometrie objevuje novou ¢istou formu nevycha-
zejici z méreni, které tuto Cistou formu predchazi, a pozastavuje dvacet
stoleti problematické tradice. Vnimé je jako necisté a zmatené, technolo-
gické a aplikované, zkratka ne-matematické, nezdaiené.“?®

287, Recommencons: adossons-nous, non plus a 1’espace vectoriel, mais aux structures topologiques. Nous
voila reconduits aux origines: non point a ’origine logique ou historique, mais aux conditions fondamentales
de la constitution des formes de I'espace. Par cette analyse en retour, la géometrie découvre une nouvelle
pureté qui ne doit rien a la mesure, antérieure a elle, et suspend a nouveau vingt siecles de tradition
équivoque, les percoit comme impurs et confus, technologiques et appliqués, en bref non mathématiques,
absents et manqués.“ M.Serres: Les origines de la géométrie. Flammarion, Paris 1993, s. 21



