EXISTENCE MATEMATICKYCH OBJEKTU - OBRANA FORMALISMU

PETR KURKA

Podle Petra Vopénky je soucasnd mnozinova matematika zalozena na iluzi - iluzi existence mnoziny
prirozenych ¢isel. Tuto tezi Petr Vopénka zakladd na nestandardnich modelech prirozenych ¢isel sestro-
jovanych pomoci ultraproduktu.

Domnivame-li se tedy, ze néjakd mnozina N je mnozinou vsech pfirozenych cisel, a tuto
domnénku opirdme naptiklad o to, ze na ni Ize vybudovat celou Cantorovu teorii mnozin,
pak diky ultraproduktu snadno nalezneme mnozinu N*, kterd ma tytéz vlastnosti a navic
je delsi nez mnozina N. Mnozina N tedy neni mnozinou vsech pfirozenych ¢isel.

Kterakoliv mnozina N, kterou povazujeme za mnozinu vsech prirozenych ¢isel, je pouze
bezhlavym fezem na oboru vsech prirozenych Cisel.

Odtud plyne, ze mnozina vibec vSech prirozenych c¢isel neexistuje, neboli obor vsech
prirozenych ¢isel neni aktualizovatelny. Pravé to je hlavni poselstvi ultraproduktu. Vo-
pénka [16], str. 29.

Tuto situaci poklada Petr Vopénka za neudrzitelnou.

Topologie, matematicka analyza, funkcionalni analyza, topologicko-algebraické struktury,
..., to vSe se hrouti a je to treba predélat nabo nahradit.

Kratce receno, matematické badani musi znovu zacit od toho mista, kde na zacatku
dvacatého stoleti skoncilo, jak to ostatné jasnozrivé doporucil Henri Poincaré. Vopénka
[L6], str. 31.

Podobny postoj zaujima Ivan Chvatik, ktery uzndva jen matematiku, kterd je zaloZena na kantovském
nazoru tfirozmérného prostoru a jednorozmérného c¢asu.

Nedomnivam se vSak, ze by bylo mozno zachrénit teorii aktualniho nekonecna pridavanim
dalsich svévolnych axiomt. Pokud by ji viibec bylo mozno zachranit a vyuzit k feseni
praktickych problému prirodnich véd, bylo by zapotiebi znovu od zacatku prozkoumat
jeji ustaveni a zbavit ji baroknich metafyzicko-theologickych zatézi. Bojim se vsak, ze
tuto revizi by neptezila. Chvatik [B].

Je opravdu souCasnd matematika v tak beznadéjné krizi? Matematickd komunita zadnou krizi nepo-
cifuje. Pritom se témér kazda matematicka publikace zabyvd mnozinou pfirozenych ¢isel nebo jinymi
nekone¢nymi mnozinami a prinasi o nich nové poznatky. Matematika se také tispésné pouziva k reseni
praktickych problému pfirodnich véd a technologie. Technika, kterou pouzivame (letadla, pocitace, mo-
bilni telefony, atd.) by bez moderni matematiky nebyly mozné. Jako problematické je nékdy vnimano jen
nekritické pouzivani matematickych metod v humanitnich védéach, ekonomii nebo financ¢nictvi.

Co to vlastné znamena, kdyz rekneme, ze néjaky matematicky objekt existuje ¢i neexistuje? Existenci
nelze chapat jako néco na nds nezavislého. Lidé a véci, které nas obklopuji, pro nas existuji, protoze se
k nim vztahujeme. Strom, ktery vidim z okna, je pro mné stale tymz stromem, i kdyz se stdle méni.
Existence tohoto stromu a jeho identita v ¢ase neni ale nic predem daného. Je to soucédst zpiisobu, jak
vnimam svét. Neni napriklad iplné samoziejmé, ze slunce, které vidime dnes, je stejné slunce, které jsme
vidéli véera. Jesté vyraznéjsi je to u mésice, ktery nejen vychézi a zapadd ale také ubyva az zmizi docela.
Je novy mésic stejny jako ten stary? Ze tomu tak je, Ze Slunce a Mésic jsou existujici vesmirné objekty,
soudime z kontextu dalsich jevii. Dnes jiz vime jak jsou Slunce a Mésic daleko, z jakych prvka se skladaji
a na Mésic si dokonce muzeme doletét. Trochu jinak vidime existenci souhvézdi. Zahlédnout souhveézdi
neni odlisny vykon od zahlédnuti Slunce nebo Mésice. A je to tento vykon - identifikace souhvézdi -
ktery umoznil identifikaci jednotlivych hvézd a pozdéji i planet, které se mezi souhvézdimi pohybuji. V
moderni astronomii ovSem souhvézdi existuji jaksi méné nez v prirozeném svété. Dovédéli jsme se, ze
hvézdy souhvézdi nejsou blizko sebe navzijem, nemaji vlastné nic spole¢ného a netvori zadnou jednotu.
Ze souhvézdi se v moderni astronomii stala pouha konvence - nazev pro urcitou ¢ast hvézdné oblohy.

V nasem svété ale existuji dokonce i vodnici, snéhurky, elfové, ¢i pani Bovaryové - existuji ovsem jako
pohadkové bytosti nebo literarni postavy. Maji své charakteristické vlastnosti, mizeme o nich rozmlouvat
a davat jim jména. V nasem svété existuji také socidlni konstrukty - politické, obchodni nebo védecké
instituce, pravni smlouvy a zakony, jizdni fady ¢i jidelni listky. Tyto véci mohou vznikat, ménit se a



zanikat, ale pokud trvaji, zachovavaji si Svﬂ)u identitu a lze je pojmenovat. Reuben Hersh povazuje za
socialni konstrukty i matematické objekty.

Matematické objekty jsou tvoreny lidmi. Ne libovolné, ale zachdzenim s existujicimi ma-
tematickymi objekty pro potieby védy a denniho zZivota.

Jednou utvorené, matematické objekty mohou mit obtizné objevitelné vlastnosti. Jinak
FeCeno, existuji obtizné matematické problémy. Priklad: definujme x jako dvoustou cifru
v dekadickém zépisu &isla 234" Tim je « stanoveno. Piesto nemam #idnou efektivni
proceduru jak ho urcit. ...

Jednou utvorené matematické objekty tu jsou. Odpoutavaji se od svého tvirce a stévaji
se soucasti lidské kultury. Dovidame se o nich jako o externich objektech se znamymi
vlastnostmi a s neznamymi vlastnostmi. Nékteré jejich nezndmé vlastnosti jsme schopni
objevit. Nékteré objevit nemtizeme, prestoze tyto objekty jsou nas vlastni vytvor. Hersh
[2], str. 16.

Vyvoj, ktery vedl k pojmu ¢isla, 1ze do jisté miry rekonstruovat z klinopisnych hlinénych tabulek, které
se zachovaly ze starovéké Mezopotamie. Vétsina téchto tabulek jsou ucty, seznamy zbozi ¢i zaznamy o
vykonané praci. V nejstarsim obdobi se pocty riznych druhii zbozi oznacovaly riznymi znaky. Pozdéji
se v8ak druh zbozi uvadél jen na zac¢dtku (¢i na obalu tabulky) a zdznamy obsahovaly jiZ jen pocty nebo
mnozstvi. Pro administrativni tcely bylo potfeba tyto pocéty s¢itat a ndsobit. Vznikla pozi¢ni Sedesatkova
soustava a aritmetické operace se provadély s cisly, kterd nemusela nutné vyjadrovat pocty ¢i mnozstvi
konkrétnich druhu zbozi. Ve skoldch se pisaii ucili pocitat a feSit matematické tilohy - soustavy linearnich
rovnic i rovnice vysSich fadt. Cést zachovanych hlinénych klinopisnych tabulek jsou tlohy (nékdy s
FeSenimi) poéitané v téchto skoldch. Vztah k praktickym problémim je v nich oslaben a nékdy tplné
chybi (viz Neugebauer [J], Robson [[10]).

Vyvoj starovéké mezopotamské matematiky postupné vedl ke vzniku kalkulu - formalnim pravidlam
pocitani v Sedesatkové soustaveé. Na konci tohoto vyvoje je pojem ¢isla jako entity, ktera podléhd zdkontam
aritmetiky. Cisla sice pofdd jesté znamenaji poéty nebo mmnozstvi, poéitani s nimi vSak neni na této
interpretaci zavislé. Cisla zaéinaji existovat jako idedlni neménné entity. Pravdivost aritmetickych identit
jako 2 4+ 3 = 5 je dlisledkem stanovenych pravidel s¢itani, podobné jako mozny pribéh sachové partie je
stanoven pravidly sachové hry. Pravidla sCitani se sice opiraji o ndzor ¢isla jako poctu objektt, vlastni
pocitani se vsak jiz o tento nazor neopird - u vicecifernych ¢isel uz by to bylo nepraktické.

Na vyssi urovni probiha vznik matematickych objektti v helénské civilizaci. Po tazeni Alexandra Vel-
kého se Tecky teoreticky duch dostava do primého kontaktu s vyspélejsimi civilizacemi Mezopotdmie a
Egypta a vznikaji prvni védecké teorie.

Védecké teorie nejsou o konkrétnich objektech, ale o teoretickych entitach. Teorie maji
rigorozni deduktivni strukuru. Vychazi z axiomt o svych teoretickych entitach a specifi-
kuji zpusoby, jakymi se z nich odvozuji dusledky. Aplikace na redlny svét jsou zaloZeny
na korespondencnich pravidlech mezi entitami teorii a konkrétnimi objekty. Tyto kore-
spondencni pravidla maji vzdy jen omezenou platnost kterd se ovéruje experimentalni
metodou (viz Russo [L1]], str. 17).

Mezi nejvyraznéjsi priklady helénské védecké teorie patii Eukleidova geometrie.

Eukleidovska geometrie vznikd explicitné jako védeckd teorie objekti, které lze nakreslit
pravitkem a kruzitkem. Eukleidovy prvé tfi postuldty nejsou nic jiného nez piimocara
transpozice operaci provadénych pravitkem a kruzitkem do kontextu matematické teorie.
Je samoziejmeé velky rozdil mezi matematikou a rysovanim. S kruzitkem nelze narysovat
kruznici libovolného poloméru - nelze s nim ostatné narysovat zddnou kruznici. Matema-
tickd véda vznika, kdyz nahradime kruzitko a pravitko idedlnim kruzitkem a pravitkem -
teoretickymi modely skute¢nych nastroju, které jsou schopny provadét konstrukce prvnich
tff Eukleidovych postuldtt. Russo [L1], str. 40.

Pozdéji s Descartem a Newtonem se trojdimenzionalni eukleidovska geometrie stava teorii redlného
fyzického prostoru. K jejim teoretickym entitam patii kromé bodi, piimek a kruznic také délky usecek
a velikosti thla. Korespondenéni pravidla stanovuji jakym zptsobem lze mérit vzdalenosti a thly ve
fyzickém redlném prostoru. Descartova analytickd geometrie se stala tak iispésna, ze Kant, jeho soucasnici
a nasledovnici prestali vidét rozdil mezi ni a redlnym prostorem a povazovali ji za apriorni formu vnimani.
Tento rozdil si naopak uvédomoval Gauss. Ivan Chvatik se pohorsuje nad tim, ze Gauss ovétuje v terénu,
zda naméreny soucet thla trojihelniku dava 180°. Na tom ale neni nic nepatti¢ného. Eukleidovskou

INetvrdim ovsem, Ze matematické objekty jsou entity stejného typu jako pravni ¢i politické instituce. Maji s nimi vSak
spolecné to, ze jsou to entity ustanovené. Jejich neménnost neni to, co je odliSuje. Jizdni rad se sice pravidelné méni, jako
historicky fakt ale ztistava lonsky jizdni fdd neménny.



geometrii jako matematickou teorii samoziejmé nelze zadnym meérenim potvrdit ani vyvratit. Ale jedné
se o test korespondence eukleidovské geometrie s realnym prostorem a zde méreni namisté je. Pokud
ovsem Gauss tyto thly méril, asi zidnou odchylku od eukleidovské geometrie nezjistil. Ale Einsteinova
obecnd teorie relativity predklada jinou geometrickou teorii redlného prostoru. Mezi ni a eukleidovskou
geometrii 1ze rozhodovat pozorovanim. Prvni takové pozorovani provedl Arthur Eddington roku 1919 pfti
zatméni slunce a vysledkem bylo potvrzeni predpovédi Einsteinovy teorie (poutavé vyliceni viz Johnson
[M]). Ukézalo se, ze geometrie mezihvézdného prostoru eukleidovska neni.

Tvar védecké teorie podstatnym zptisobem zavisi na logice. Logika je teorii racionalniho uvazovani a
je rovnéz vytvorem reckého a helénského ducha. Jeji vznik souvisi s fecnictvim a s pravni argumentaci.

Vztah mezi demonstraci (dikazem) a vefejnou promluvou je nejjasnéjsi v Aristotelové
Rétorice, kde autor zduraznuje, ze tak zvand ’enthymemes’ neni nic jiného nez sylogis-
mus, a rozlisuje 28 ruznych typu rétorické argumentace. Aristotelés predstavuje rétoriku
do znacné miry jako aplikaci nastroji, které vypracoval ve svych pracich o logice, ale
historické poradi bylo zfejmé obracené. Jiz sto let pfed nim existovala (nyni ztracend)
pojednéni o rétorice, takze si muzeme predstavit, Ze teorie sylogismu vznikla, pfinejmen-
$im do uréité miry, z tvah o ’enthymemes’ rétorikti. Russo [[11], str. 172.
Spise neZ Aristotelés je vlastnim tvurcem logiky jako teorie raciondlnfho uvaZzovéni Chrisippos (viz
Mates [R]).

Aristotelés vénoval mnoho pozornosti logice a specidalné sylogismim. Ale ve své analyze
ruznych forem sylogismu ospravedlnoval jejich platnost pouze evidenci poskytovanou pri-
klady. Jinymi slovy, popisoval pouziti logiky ale neformuloval jeji teorii.

... existujici svédectvi poukazuji na Chrysippa jako na tvirce védecké teorie vyrokové
logiky. Zatimco Aristotelés pouzival proménné jako reprezentanty obecnych ¢lentu vyrok,
Chrisippos je pouzival jako proménné za samotné vyroky a sestrojil teorii logické inference
zalozenou na péti postuldtech. Russo [L1], str. 218, 219.

Vyvoj logiky vsak v antice nekonéi. V 19. stoleti ji podstatnym zplisobem rozvijeji de Morgan, Boole a
zejména Frege, ktery zavedl pojmy n-arniho predikatu a kvantifikdtora. Vznikly ruzné varianty logik: Mo-
délni logika pracuje s pojmy moznosti a nutnosti, intuicionistickd matematika je zaloZzena na slabsi logice,
ktera neobsahuje zakon vylouc¢eného tietiho p V —p. Nékteré raciondlni ivahy ve fregeovské predikatové
logice nelze vyjadrit, takZze by bylo mozné ji rozsifit (viz Fiala [Il]). Souc¢asnd matematika je z velké ¢asti
zalozena na fregeovské logice, kterd pro ni stanovi jakasi pravidla hry. Existenénim kvantifikatorem v ni
Ize vyjadrit tvrzeni o existenci ¢i neexistenci objektti s ur¢itymi vlastnostmi. Existuji vsak tyto objekty
ve stejném smyslu jako existuji stromy, hvézdy ¢i jizdni fady? MuZzeme se k nim vztahovat tak, Ze si
navzajem rozumime, kdyz o nich mluvime?

Na tuto otéazku lze odpovédét kladné prinejmensim v pripadé prirozenych ¢isel. Konkrétni prirozena
¢isla 1,2, 3, ... maji svou individualitu a identitu. Jsou jednoznacné urcena svym poradim - jsou vlastné
sama timto poradim. Maji jména, kterymi jsou jejich zapisy v desitkové soustavé. Jejich vlastnosti jako
sudost ¢i prvociselnost 1ze jednoznacné urcit. S ¢isly redlnymi, kterymi urcujeme mnozstvi, je to trochu
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satkova soustava neobsahovala pozi¢ni ¢arku, takze 2 30 mohlo znamenat stejné dobre 150 = 2 - 60 + 30

jako % = % podle kontextu. V egyptské matematice se zvlastni pozornosti tésily zlomky %, na jejichz

soucet byly jiné zlomky prevadény. V helénském obdobi se v babylonské sedesatkové soustaveé jiz pouziva

I kdyz ¢isla a zlomky jsou abstraktni entity, maji zfejmou a neproblematickou interpretaci v realném
svété - odpovidaji poctim a mnozstvim. V renesanci se vsak témér souCasné objevuji ¢isla zapornd
a komplexni, jejichz interpretace jiz problematicka je. Jejich vznik je svazan s feSenim algebraickych
rovnic. Kvadratické rovnice bylo t¥eba rozliSovat na dva typy: az® + bz = ¢ a az® = bx + ¢ a Tesit je
jinym i kdyz podobnym zptisobem. Zavedenim zapornych ¢isel tyto dva piipady splynou v jediny. Vznik
zapornych cisel tedy byl motivovan formalné algebraicky bez opory v nézoru. Ve finanénim svété lze
zapornd Cisla interpretovat jako dluhy, ale jaky vyznam mé pak soucin dvou zapornych ¢isel? A ma
viibec smysl spolu zdporné &fsla nasobit? Zadny apriorni nizor ndm zde neposkytuje jakékoli voditko.
Formélné algebraické dtivody nakonec vedly k ustanoveni pravidla (—n) - (—m) = n-m, které zarucuje, ze
aritmetické identity jako distributivni zdkon plati i pro zdpornd ¢isla. Vidime zZe na konstituci struktury
celych cisel se podili snaha o formalni jednoduchost. Kazdéa jina definice souc¢inu zdpornych ¢isel by vedla
k neprehledné struktufe.

Je-1i druhd mocnina zaporného ¢isla kladné, druhd odmocnina zaporného ¢isla neexistuje. Ale pripustime-
li, ze odmocniny zapornych c¢isel existuji, a ze s nimi lze pocitat podobné jako s ¢isly realnymi, dokédzeme
tesit nékteré rovnice tretiho stupné, které bez nich fesit nelze. Komplexni ¢isla se ukazala byt uzitecna



i v dalsich oblastech matematiky, zejména v diferencidlnim a integralnim poc¢tu. V 17. a 18. stoleti byly
odkryvany formalnim zptisobem stédle nové vztahy mezi nimi. Tento proces konstituce struktury kom-
plexnich ¢isel probihal aniz by se matematici mohli opfit o jakoukoliv interpretaci komplexnich ¢isel v
redlném svété. Ukdzalo se vsak, ze struktura komplexnich ¢isel ma velmi zajimavé vlastnosti a osvétluje
i vlastnosti struktury realnych cisel. Proto si nakonec matematici na existenci komplexnich ¢isel zvykli.
Celych dvésté let se vsak vlastnosti komplexnich ¢isel odvozovaly jen z formalnich analogii a z algebraic-
kého kalkulu a teprve poté se objevil jejich geometricky model - Gaussova rovina - a bylo mozné je oprit
o geometricky nazor.

Dalsi matematické teorie, které vznikly aniz by mély interpretaci v redlném svété, jsou neeukleidovské
geometrie. Byly vysledkem marnych snah zjednodusit logickou strukturu eukleidovské geometrie a dokézat
paty Eukleiduv postuldt z ostatnich postulati. Matematici se snazili z negace patého postulatu odvodit
spor. Pri dikazu sporem zkoumdame vlastnosti matematickych objektu, které neexistuji. Napiiklad pri
dikazu sporem, Ze v/2 neni racionalni &slo, predpokladame, Ze existuje racionalni ¢islo %, jehoz druha
mocnina je 2. Predpokladdme tedy, ze existuji celd navzdjem nesoudélna kladnd cisla p,q, takova ze
p? = 2¢%. Ztoho plyne, Zze p nemiize byt liché, tedy existuje celé kladné r, pro které plati p = 2r.
Odtud dostavame 2r? = ¢?, takze g také nemtize byt liché. Obé &isla p, g jsou tedy sudd, ale to je spor
s predpokladem, Ze jsou nesoudélna. V celém dikazu jsme tedy zkoumali neexistujici ¢isla p,q, jejich
neexistence se vSak ukazala az v zavéru dikazu.

Pri pokusech o dikaz patého postuldtu sporem se z jeho negace odvozovaly dalsi a dalsi paradoxni
vlastnosti ale zadny spor. Nakonec Bolyai a Lobacevsky dospéli k ndhledu, ze negace patého postuldtu
vytvaii svébytny geometricky svét, ktery se ridi koherentnimi zakonitostmi. Dodejme, Ze tyto neeuklei-
dovské geometrie jsou dvé. V hyperbolické geometrii Bolyaie a Lobacevského lze danym bodem, ktery
nelezi na dané piimce k ni vést nekonecné mnoho rovnovézek a soucet thli v trojihelniku je vzdy mensi
nez 180°. V eliptické geometrii zadné rovnobézky neexistuji a soucet thli v trojihelniku je vzdy vétsi
nez 180°. Neeukleidovské geometrie neporusuji zadné 'zéakladni logické principy’ jak si mysli Ivan Chvatik
(str. 8 dole). Naopak byly budovany spolehnutim se na logické principy a na dkor geometrického néazoru.
Teprve padesat let po jejich vzniku nasli Felix Klein a Henri Poincaré modely neeukleidovskych geometrii
v eukleidovské geometrii.Teprve od té doby je mozné do svéta neeukleidovskych geometrii nahlizet skrze
geometricky nézor (viz napiiklad Kurka [[7]).

Soucasné se vznikem neeukleidovskych geometrii vznikaji nové algebraické struktury, které se také
neopiraji o zddny apriorni nédzor. V booleovské logice se pracuje s pravdivostnimi hodnotami true a false
a logické spojky disjunkce a konjunkce z nich vytvareji algebraickou strukturu (booleovskou algebru), ve
které plati analogické algebraické identity jako pro ¢isla, napriklad komutativni, asociativni a distributivni
zékon. Teorie ¢isel zkoumd struktury zbytkovych t¥id Z, = {0,1,...,n — 1}, ve kterych lze s¢itat odéitat
a nasobit, a pokud je n prvocislo, dokonce i délit. V Z, naptiklad plati 141 = 0, coz vyjadiuje, Ze soucet
dvou lichych ¢isel je ¢islo sudé.

Podobné jako v matematice, i ve fyzice vede k novym ndhlediim matematicky formalismus:

Je pozoruhodné, Ze ve vétsiné pripadi k paradigmatickému posunu nedoslo pod tlakem
akumulovaného experimentélniho materialu, ktery volal po vysvétleni. Zato casto, vedle
zdéanlivé nepatrnych diskrepanci v jednotlivych experimentech, byl podnétem k paradig-
matické zméné teoreticky, spekulativni napad, zpravidla inspirovany a neseny matema-
tickym formalismem. To rozhodné plati, vedle mechaniky, o Maxwellové teorii, specidlni
i obecné relativité a zcasti i o kvantové mechanice, jen u statistické fyziky byl vyvoj
matické zmény.

Nyni predkladam silnéjsi tézi, Ze matematizace muze, a zpravidla bude, paradigmatic-
kou zménu pohénét. Velicky [15] str. 25.

Radikélni opusténi geometrického nézoru a spolehnuti se na logiku predstavovala Cantorova teorie
mnozin. Odviji se od tvrzeni, ze redlnych cisel je vice nez ¢isel prirozenych ¢i raciondlnich, tj. ze mnozina
redlnych ¢isel ma vétsi mohutnost nez mnozina Cisel prirozenych. Abstraktnéjsi a obecnéjsi verze tohoto
tvrzen{ fikd, Ze libovolnd mnozina X m& mensi mohutnost nez potenéni mnozina P(X) vSech jejich
podmnozin. To vedlo k zavratné nekonecné hierarchii nekonecnych kardinalnich ¢isel, ve které geometricky
néazor nelze uplatnit. V Cantorové teorii mnozin se vSak objevily spory - k tém vedl postulat, ze existuje
mnozina vSech prvka, které maji danou vlastnost (splituji danou formuli).

Spory v teorii mnozin vedly ke krizi, kterd si vyzadala dikladné promysleni zékladii matematiky.
Na prelomu 19. a 20. stoleti vznikly tfi alternativni filosofie matematiky - logicismus, intuicionsimus a
formalismus, z nichz se formalismus ukézal jako nejvitalnéjsi. Jeho proponentem byl David Hilbert, ktery
se dusledné optel o fregeovskou logiku. Ta predstavuje umély formalni jazyk, ve kterém se vyjadiuji
matematické véty i jejich dliikazy. Ty jsou opfeny o axiomy dvou druhii. Logické axiomy vyjadiuji zdkony



logiky a jsou soucasti kazdé teorie. Mimologické axiomy jsou specifické pro teorii - jejich soubor danou
teorii vytvari. Piikladem je Peanova aritmetika, ktera je teorii prirozenych ¢isel. Nejvyznamnéjsi formalni
teorif je ale Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin (nebo s nf ekvivalentni teorie Godel-Bernaysova). Vznikla
oslabenim Cantorovy teorie mnozin, které odstranilo jeji logické spory. V teorii mnozin se odehrava témeér
celd souc¢asnd matematika.

Puvodni Hilbertav program formalizace matematiky stanovil dva zakladni pozadavky, které formalni
teorie mély spliiovat - Giplnost a bezespornost. Kazdé tvrzeni (uzavienou formuli bez volngch proménnych)
by mé&lo byt mozné v dané teorii bud dokdzat nebo vyvratit, tj. dokdzat jeji negaci (iplnost) a nemélo
by byt mozné v teorii odvodit spor (bezespornost). Godelovy véty o netplnosti ukdzaly, ze Hilbertuv
program je prilis ambiciézni a nedosazitelny. Jak Peanova aritmetika tak teorie mnozin jsou netplné a
nelze je ziplnit (algoritmicky rozpoznatelnou mnozinou axiomu). Spor se v nich sice nikdy nenasel ale
jejich bezespornost nelze dokazat.

To vsak neznamend, ze by byl formalismus zdiskreditovan. Zakony logiky - logické axiomy a odvozovaci
pravidla spolu s mimologickymi axiomy - poskytuji formalni ramec - pravidla hry, ve kterych se pohybuje
matematické badani. To spociva v odvozovani disledki zvolenych axiomi. Aby vSak hra méla smysl, aby
stalo za to ji hrat, musi mit k redlnému svétu néjaky vztah. Takovy vztah k realité maji i Sachy - je to
obraz vojenské bitvy. Pro V(Ejevﬁdce je zkusenost se Sachovou hrou jisté uzitecna i kdyz korespondence s
realitou je zde velmi volna.

Vztah k redlnému svétu, i kdyz nékdy dost volny, maji i ty nejabstraktnéjsi matematické teorie. Axiomy
matematické teorie nejsou stanovovany svévolné. Jejich nalézani je vedeno intuici a nazorem. Ten ovSem
neni apriorni, ale vytvai{ se tak, jak se teorie rozviji (podrobunéji viz Kurka [5], [6]). Ndzorem je vedena
i prace uvnitf matematické teorie. Rikd nam, ktera tvrzeni stoji za to dokazovat i jakym zptisobem je
mame dokazovat. Nalezené dikazy vSak jsou jiz na tomto nazoru nezavislé. Proto nemluvime o pravdivosti
nalezenych tvrzeni ale jen o jejich dokazatelnosti. Vérime vsak, ze bezespornd matematicka teorie vytvari
svébytny abstraktni svét, ve kterém dokazana tvrzeni pravdiva jsou. Takto lze interpretovat Goédelovu
vétu o tplnosti (podrobnéji viz Trlifajova [13]).

Timto zpusobem vznika velkolepa stavba matgmatiky jako soucast lidské kultury, kterd neni méné
uzasna nez nejvetsi zazraky zivé i nezivé prirody. H Matematika i celd lidska kultura je soucasti neustale
pokracujiciho boziho tvoreni.

Podle Tomése Akvinského Buh neni jako bednar, ktery by vytvoril sud a pak od néj
odesel, nybrz stale ve svém stvoreni prebyva, nebot stvofeni, creatio continua, trva stale.
Svaty Augustin v podobném duchu tikd, ze Buh stvoril vSechny véci nikoli tak, ze je
nechal vejit do existence a pak je nechal jit vlastni cestou, nybrz ze v nich stale prebyva,
a dale, Ze modlit se znamend zaviit o¢i a uvédomit si, ze Bih ted tvori svét. Vécha [[14]
str. 56.

V oblasti kultury je ovsem toto bozi dilo tvoreno skrze lidskou aktivitu.

Télo c¢lovéka se sklada ze stejnych prvki Mendélejevovy periodické tabulky jako cely
okolni vesmir, avsak na rozdil od néj si existenci tohoto vesmiru uvédomuje. V nas hmota
oteviela o¢i a uvédomila si svou existenci. Biblicky ¢lovék by doplnil, Ze jsme nejen
stvofeni (created), ale téz tvorici (creative), a Ze ve verSi o tom, Ze Clovék je stvofen
k obrazu Bozimu, dostava clovék zadani, program zivota. Tento hodnotovy koncept tvori
zéklad zidovské etiky. Clovék mé povinnost napodobovat Boha, méa byt spolu-Tviircem
stvoreni, nebot stvoreni neni u konce a tikolem clovéka je spolu s Bohem dokoncit dilo.
Vécha [14] str. 186.

Objekty matematické teorie existuji ve stejném smyslu v jakém existuji jiné produkty lidské kultury.
Maji specifické vlastnosti, kterych se dobirdme dikazy. Vime ovsem, ze nékteré jejich vlastnosti nejsou
rozhodnutelné - tj. nejsou stanoveny. Tato nerozhodnutelnost je bytostnou soucésti existence matema-
tickych objekt, naptiklad mnoziny prirozenych ¢isel. Mnozina prirozenych Cisel se nenachézi v néjakém
odveéky existujicim platénském svété ideji, ale vyviji se s lidskym poznanim, tak jak se vyviji teorie pri-
rozenych ¢isel. Za ustanoveni piirozenych &isel lze povazovat pravidlo, Ze existuje prvni (nebo nulté)
prirozené cislo, a ze ke kazdému prirozenému c¢islu lze pricist jednotku a dostat ¢islo odlisné od vsech
predchozich. Spise nez o mnozing, je vhodnéjsi mluvit o struktufe pfirozenych ¢isel, kterou vytvari toto
pri¢itani jednotky. Opreme-li se o geometricky nézor, rozsitime tuto strukturu o s¢itani a nasobeni svazané

2Dobry Sachista si vytvari nazor, ktery ho vede pfi hodnoceni sachovych pozic, jejich prednosti a slabin. Kdyz promysli
své tahy a tahy protivnika, neuvazuje vSechny moznosti, ale jenom ty relevantni. A tuto relevanci nahlizi ndzorem, ktery
ovSem neni apriorni. Vztah k realité spociva v tom, ze také vojeviidce musi briat do Gvahy relevantni alternativy.

3Netvrdim ovsem, ze na této velkolepé stavbé matematiky se podili kazd4d matematickd publikace. I v matematice je
mozné postupovat svévolné a vytvaret irelevantni teorie. Ty vsak jsou odsouzeny k zapoméni a tim k nebyti.



aritmetickymi identitami. Teorii, ktera formalizuje tuto geometrickou intuici je Robinsonova aritmetika
(viz Sochor [12]). Silnéjsi Peanova aritmetika vznikd pfiddnim axiomu matematické indukce. Z Godelovy
véty o neudplnosti vime, ze ani Peanova aritmetika neni dplna. U nékterych jejich nerozhodnutelnych
tvrzeni muzeme najit intuitivni divody proc je jako nové axiomy prijmout. To je pripad Goodsteinovy
véty, kterd v Peanové aritmetice neni dokazatelnd, ale intuici zaloZené na kombinatorice jeji pravdivost
nahlizime. Navic je Goodsteinova véta dokazatelnd v teorii mnozin (viz Sochor [12]).

V Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin se dokazuje existence jediné mnoziny N prirozenych ¢isel. Je to
dusledek axiomu nekonecna, ktery postuluje existenci nekoneénych mnozin (mnozina je nekone¢nd, ma-li
stejnou mohutnost jako nékterd jeji vliastni ¢dst). Chapeme-li N jako strukturu s aritmetickymi operacemi,
jsou v ni splnény vsechny Peanovy axiomy. Takovych struktur, které splnuji Peanovy axiomy, je ovSem
(nekonecéné) mnoho a vSechny obsahuji N jako podstrukturu. Tim ovSem neni jedinec¢nost struktury N
dotcena. To neni nijak neobvykla situace. Existuje napriklad mnoho ruznych elementdarné ekvivalentnich
téles, tj. algebraickych struktur se s¢itdnim, od¢éitanim, nasobenim a délenim, ve kterych plati stejné véty.

Druhy Vopénkuv argument proti formalismu se opird o metamatematickd ¢isla (viz Vopénka [[16], str.
26-28). Matematickd logika mé v matematice dvoji status. Abychom mohli pracovat v teorii mnozin
a mohli dokazovat jeji tvrzeni, potrebujeme védét, co jsou to formule a co jsou to dikazy. K tomu
potrebujeme védét co jsou to prirozena ¢isla a musime umét s nimi zachazet. Ovéreni dikazu néjakého
tvrzen{ teorie mnozin je proces stejného rfadu (i kdyz slozitéjsi) jako ovéteni, ze 243 = 5. Metamatematickd
¢isla jsou konkrétni ¢isla, se kterymi se setkavame v dikazech matematickych vét. Avsak matematickd
logika je také matematicka teorie - teorie racionalniho uvazovani. Zahrnuje i teorii modeli, coz jsou
struktury, tedy mnoziny s relacemi a operacemi. Jako takova je matematicka logika budovana uvnitf teorie
mnozin. Jeji véty, jako Godelovy véty o netplnosti i Gédelova véta o tplnosti jsou véty teorie mnozin.
Prirozené cisla, se kterymi tyto véty operuji, jsou prvky mnoziny N. V této formalizované matematické
logice nejsou zada metamatematicka cisla, kterd by tvorila vlastni ¢dst mnoziny prirozenych cisel.

Matematika 20. a 21. stoleti rozhodné neni zadna slepa ulicka, kterou by bylo treba hodit do kose
¢i ulozit do muzea. Tato matematika vytvorila Gzasné teorie, které nam pomdéhaji vyznat se v nasem
svété - napriklad teorii pravdépodobnosti, teorii algoritmu nebo teorii dynamickych systému. Bez této
matematiky by nebyly mozné ani pozoruhodné nahledy moderni fyziky. Einsteinova teorie relativity je
zalozena na diferencidlni geometrii, kvantova mechanika zase na abstraktni teorii Hilbertovych prostori.
Vsechny tyto teorie jsou budovany nad teorii redlnych cisel, kterd je podstatnym zptisobem zaloZena na
pojmu aktudlniho nekonecna. Krize zdklad matematiky z prelomu 19. a 20. stoleti byla davno prekonéna.
Tak jako v antickém Recku je i nynf matematika védou, kterd ndm poméahé porozumét svétu a dobirat
se pravdy.
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