
Hyperbolická geometrie č́ıselných soustav

Petr Kůrka

V roce 1872 proslovil Felix Klein habilitačńı přednášku, která vešla do dějin matematiky jako
Erlangenský program. Ve své přednášce pojal Felix Klein geometrii jako studium invariant̊u trans-
formačńıch grup. T́ım poskytl jednotný rámec pro mnoho rozmanitých geometríı: od geometrie
eukleidovské přes neeukleidovské geometrie Lobačevského, Bolyaie a Gausse po geometrii projek-
tivńı. Struktura transformačńıch grup úzce souviśı se strukturou systému komplexńıch č́ısel. To
je nejzřetelněji vidět na kruhovém modelu neeukleidovské hyperbolické geometrie, který objevil
Henri Poincaré. Na Poincarého modelu jsou založeny některé grafiky M.C.Eschera. Lze v něm
také znázornit strukturu č́ıselných soustav jako je binárńı znaménková soustava nebo soustava
řetězových zlomk̊u.

1 Transformačńı grupy

Komplexńı rovina C je množina všech komplexńıch č́ısel tvaru z = z0 + iz1, kde z0 a z1 jsou
reálná č́ısla a i je imaginárńı jednotka splňuj́ıćı identitu i2 = −1. Komplexńı č́ıslo z ∈ C určuje
bod roviny s kartézskými souřadnicemi (z0, z1). Eukleidovská geometrie komplexńı roviny je určena
eukleidovskou metrikou, ve které vzdálenost dvou bod̊u z, w ∈ C je absolutńı hodnota jejich
rozd́ılu |z −w| =

√
(z0 − w0)2 + (z1 − w1)2. Speciálně vzdálenost č́ısla z od nuly je jeho absolutńı

hodnota |z| =
√

z2
0 + z2

1 . Shodná transformace je vzájemně jednoznačné zobrazeńı M : C → C

komplexńı roviny na sebe, které zachovává eukleidovskou metriku, tj. splňuje identitu |M(z) −
M(w)| = |z − w|. Obecný tvar shodné transformace je M(a,b)(z) = az + b, kde a, b ∈ C jsou

komplexńı č́ısla a |a| = 1. Č́ıslo jehož absolutńı hodnota je jedna lze psát ve tvaru a = eiα =
cos α + i sin α, takže

M(a,b)(z) = (z0 cos α − z1 sinα + b0) + i(z0 sin α + z1 cos α + b1)

je otočeńı o úhel α složené s posunut́ım o vektor (b0, b1). Složeńı dvou shodných transformaćı
M(a,b) ◦ M(a′,b′)(z) = aa′z + ab′ + b je také shodná transformace. Inverzńı transformace k M(a,b)

je shodná transformace M−1
(a,b)(z) = (z − b)/a. Množina vzájemně jednoznačných transformaćı

nějakého prostoru X se nazývá transformačńı grupa prostoru X, je-li uzavřená na operaci
skládáńı a inverze. Shodné transformace tedy tvoř́ı transformačńı grupu G0 = {M(a,b), kde a, b ∈
C, |a| = 1} komplexńı roviny C. Eukleidovská metrika |z − w| je invariant této grupy.

Větš́ı transformačńı grupa je grupa podobnost́ı G1 = {M(a,b), kde a, b ∈ C, a 6= 0}. Je-
li M(a,b) podobnost, plat́ı |M(a,b)(z) − M(a,b)(w)| = |a| · |z − w|, tj. vzdálenosti se zvětšuj́ı nebo
zmenšuj́ı v poměru |a| : 1. Podobnosti tedy vzdálenosti bod̊u nezachovávaj́ı, ale zachovávaj́ı poměry
vzdálenost́ı |x − y|/|z − w|. To je absolutńı hodnota veličiny P (x, y, z, w) = (x − y)/(z − w),
kterou podobnosti zachovávaj́ı také. Je-li M ∈ G1 podobost, je P (M(x),M(y),M(z),M(w)) =
P (x, y, z, w), takže P (x, y, z, w) je invariant grupy podobnost́ı G1. Obě grupy G0 i G1 maj́ı mnoho
daľśıch invariant̊u. Např́ıklad rovinný útvar podobný čtverci je opět čtverec, takže vlastnost ”býti
čtvercem” je invariantem grupy podobnost́ı. Základńımi invarianty obou geometríı jsou ovšem
vlastnosti ”býti bodem”, ”býti př́ımkou” a vztah náležeńı. Jestliže bod z ∈ C lež́ı na př́ımce p, pak
bod M(z) lež́ı na př́ımce M(p). Na obrázku 1 je znázorněna podobnost, která je složeńım zmenšeńı
v poměru 2 : 3, otočeńı o π/6, tj. o 30◦ a posunu o 1/3 ve směru osy x. Pravoúhlá śıt’ vlevo se
zobrazuje na pravoúhlou śıt’ vpravo.
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Obrázek 1: Podobnost M(z) = (
√

3
3 + i

3 )z + 1
3 : složeńı zmenšeńı v poměru 2 : 3 otočeńı o π/6 a

posunu o 1/3 ve směru osy x

2 Konformńı geometrie

Zobecněńım linárńıch transformaćı jsou möbiovské transformace tvaru

M(a,b,c,d)(z) =
az + b

cz + d
, kde ad − bc 6= 0.

Podmı́nka ad − bc 6= 0 je nutná, nemá-li se jednat o konstatńı zobrazeńı. Möbiovská transformace
M(a,b,c,d) ovšem neńı transformaćı celé komplexńı roviny, protože neńı definována v bodě −d/c, kde
je jmenovatel nulový. Také v žádném bodě nenabývá hodnoty a/c, takže je vzájemně jednoznačným
zobrazeńım množiny C \ {−d/c} na množinu C \ {a/c}. Tento neuspokojivý stav se řeš́ı t́ım, že
se ke komplexńı rovině přidává nevlastńı bod ∞ v nekonečnu, takže vzniká rozš́ı̌rená komplexńı
rovina C = C ∪ {∞}. Na tomto rozš́ı̌reném oboru definujeme möbiovskou transformaci předpisem
M(a,b,c,d)(−d/c) = ∞, M(a,b,c,d)(∞) = a/c. Möbiovské transformace tvoř́ı grupu

G = {M(a,b,c,d), kde a, b, c, d ∈ C, ad − bc 6= 0},

která je transformačńı grupou rozš́ı̌rené komplexńı roviny C.
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Obrázek 2: Zobrazeńı d(z) = (iz + 1)/(z + i) horńı poloroviny na jednotkový kruh

Möbiovské transformace vytvářej́ı tzv. konformńı geometrii, protože zachovávaj́ı úhly křivek.
Prot́ınaj́ı-li se dvě křivky pod nějakým úhlem α, prot́ınaj́ı se jejich obrazy pod stejným úhlem α.
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Konformńı zobrazeńı jsou ”lokálńı podobnosti”: v malých oblastech se nelǐśı př́ılǐs od podobnost́ı,
takže věrně zobrazuj́ı poměry vzdálenost́ı. Nezachovávaj́ı sice ani vzdálenosti bod̊u ani poměry
vzdálenost́ı bod̊u, zachovávaj́ı však poměr poměr̊u, takzvaný dvojpoměr

D(x, y, z, w) =
x − z

x − w
:

y − z

y − w
=

(x − z)(y − w)

(x − w)(y − z)
.

Pro Möbiovské transformace M ∈ G plat́ı D(M(x),M(y),M(z),M(w)) = D(x, y, z, w). Proto se
konformńı transformace použ́ıvaj́ı v kartografii, kde se jedná o zobrazeńı části zemského povrchu
nebo části nebeské sféry na rovinu mapy. Např́ıklad mapa nebeské sféry na pražském staroměstském
orloji je vytvořena konformńı stereografickou projekćı. Na rozd́ıl od podobnost́ı möbiovské trans-
formace nezachovávaj́ı př́ımky, takže vlastnost ”býti př́ımkou” neńı invariant konformńı geometrie.
Obrazem př́ımky je totiž bud’ př́ımka nebo kružnice, přitom obrazem kružnice je také bud’ př́ımka
nebo kružnice. Invariantem konformńı geometrie je tedy vlastnost ”býti zobecněnou kružnićı”,
což je bud’to kružnice nebo př́ımka s nevlastńım bodem.

Na obrázku 2 vid́ıme möbiovskou transformaci d(z) = (iz + 1)/(z + i). Každou svislou př́ımku
tato transformace převád́ı na kružnici, která se dotýká imaginárńı osy v bodě i. Imaginárńı osu
transformace d zachovává protože d(iy) = (−y+1)/(iy+i) = i(y−1)/(y+1). Každou vodorovnou
př́ımku transformace d převád́ı na kružnici, která kolmo prot́ıná imaginárńı osu ve dvou bodech,
z nichž jeden je i. Speciálně reálnou osu převád́ı na jednotkovou kružnici

T = {z ∈ C : |z| = 1} = {cos t + i sin t : t ∈ R}.

Je-li totiž x reálné, je |d(x)| = |(2x + ix2 − i)/(x2 + 1)| = 1. Protože d(∞) = i, je transformace
d : R → T vzájemně jednoznačným zobrazeńım reálné př́ımky R = R ∪ {∞} na jednotkovou
kružnici T. Transformace d je ale také vzájemně jednoznačným zobrazeńım horńı poloroviny

U = {z ∈ C : z1 > 0}, která je tvořena komplexńımi č́ısly s kladnou imaginárńı část́ı, na otevřený
jednotkový kruh D = {z ∈ C : |z| < 1}. Bod i horńı poloroviny převád́ı na střed d(i) = 0
jednotkového kruhu.

Grupa Möbiovských transformaćı je největš́ı transformačńı grupa rozš́ı̌rené komplexńı roviny a
konformńı geometrie je tedy jej́ı nejobecněǰśı geometríı. Tato grupa má však mnoho podgrup, které
vytvářej́ı daľśı geometrie. Např́ıklad podobnosti jsou právě ty möbiovské transformace M(a,b,c,d),
které zachovávaj́ı nevlastńı bod ∞, tj. pro které plat́ı M(a,b,c,d)(∞) = ∞ a tedy c = 0. Daľśı
významná podgrupa sestává z těch transformaćı, které maj́ı reálné koeficienty. Jsou-li a, b, c, d, i x
reálné, je také M(a,b,c,d)(x) reálné, takže reálné Möbiovské transformace zachovávaj́ı rozš́ı̌renou

reálnou př́ımku R = R∪{∞}, Jestliže je nav́ıc determinant ad− bc > 0 kladný, zachovávaj́ı trans-
formace M(a,b,c,d) orientaci a také zachovávaj́ı horńı polorovinu U: Je-li z ∈ U, je i M(a,b,c,d)(z) ∈ U.
Grupa

GU = {M(a,b,c,d) : a, b, c, d ∈ R, ad − bc > 0}

reálných Möbiových transformaćı zachovávaj́ıćıch orientaci je tedy transformačńı grupou U i trans-
formačńı grupou R.

z

w

p

z

p

Obrázek 3: Poincarého model hyperbolické geometrie
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3 Hyperbolická geometrie

Reálné Möbiovské transformace zachovávaj́ı jistou vzdálenost (metriku) na U, nejedná se ale o
metriku eukleidovskou. Je to metrika neeukleidovské Lobačevského hyperbolické geometrie. Tuto
geometrii lze lépe zahlédnout na jej́ım alternativńım modelu, kterým je otevřený jednotkový kruh
D. Protože transformace d : U → D je vzájemně jednoznačným zobrazeńım horńı poloroviny na
vnitřek jednotkového kruhu, každá reálná Möbiovská transformace M(a,b,c,d) ∈ GU určuje kruho-

vou möbiovskou transformaci

M̂α,β(z) = d ◦ M(a,b,c,d) ◦ d
−1(z) =

αz + β

βz + α
,

která zachovává jednotkový kruh. Zde α = (a+ d)+ (b− c)i, β = (b+ c)+ (a− d)i a α = α0 − iα1,
β = β0 − iβ1, jsou č́ısla komplexně sdružená k α a β. Z nerovnosti ad − bc > 0 plyne |α| > |β|.
Kruhové Möbiovské transformace tvoř́ı grupu

GD = {M̂α,β : α, β ∈ C, |α| > |β|},

která je transformačńı grupou jednotkového kruhu i transformačńı grupou jednotkové kružnice.
Hyperbolická geometrie jednotkového kruhu D je vytvořena diferenciálńı formou

ds =
|dz|

1 − |z|2
=

√
dx2 + dy2

1 − x2 − y2
,

která určuje délku ds infinitesimálńıho vektoru dz = dx + idy umı́stěného v bodě z = x + iy.
Diferenciálńı forma je základńı pojem diferenciálńı geometrie B.Riemanna. V bĺızkosti nu-
lového bodu z = 0 se diferenciálńı forma hyperbolické geometrie př́ılǐs nelǐśı od diferenciálńı formy
eukleidovské geometrie ds =

√
dx2 + dy2. Naopak v bĺızkosti jednotkové kružnice je jmenova-

tel 1 − x2 − y2 malý, takže malým eukleidovským vzdálenstem odpov́ıdaj́ı velké hyperbolické
vzdálenosti. Na jednotkové kružnici již diferenciálńı forma neńı definována, protože jej́ı jmenovatel
je tam nulový. Délku libovolné hladké křivky uvnitř jednotkového kruhu lze vypoč́ıtat integraćı
diferenciálńı formy podél této křivky. Mezi všemi křivkami, které spojuj́ı dané dva r̊uzné body
z, w ∈ D existuje jediná křivka nejkratš́ı délky, která se nazývá geodetikou. Touto geodetikou je
oblouk té kružnice, která je kolmá na jednotkovou kružnici. Ve speciálńım př́ıpadě kdy body lež́ı
na pr̊uměru jednotkové kružnice je geodetikou eukleidovská úsečka. Délka geodetiky spojuj́ıćı body
z, w ∈ D je

d(z, w) =
1

2
ln

|1 − zw| + |z − w|

|1 − zw| − |z − w|

Speciálně d(0, reit) = 1
2 ln(1 + r)/(1 − r), takže vzdálenost od středu jednotkového kruhu k jeho

obvodu je nekonečná. Proto nazýváme jednotkový kruh s hyperbolickou metrikou hyperbolickou

rovinou. Hyperbolická geometrie bod̊u a geodetik splňuje všechny axiomy eukleidovské geometrie
kromě pátého axiomu o rovnoběžkách. Dané dva body z, w ∈ D určuj́ı jedinou geodetiku p, která
jimi procháźı (obrázek 3 vlevo), ale daným bodem z lze vést k dané geodetice p nekonečně mnoho
rovnoběžek, tj. geodetik které ji neprot́ınaj́ı (obrázek 3 vpravo).

Hyperbolickou geometrii lze zahlédnout na teselaćıch, tj. dlážděńıch pravidelnými mnohoúhelńıky.
Součet úhl̊u trojúhelńıka (tvořeného geodetikami) je vždy menš́ı než π tj. 180◦, a je t́ım menš́ı,
č́ım je trojúhelńık větš́ı. Pro každé n > 6 tedy existuje dlážděńı stejně velkými rovnostrannými
trojúhelńıky, jejichž úhly jsou 2π/n, takže v každém vrcholu dlážděńı se stýká n trojúhelńık̊u
(obrázek 4 nahoře). Podobně pro každé n > 4 existuje dlážděńı stejně velkými čtverci, tj. pravi-
delnými čtyřúhelńıky s úhly 2π/n, kde se v každém vrcholu stýká n čtyřúhelńık̊u (obrázek 4 dole).
Na této geometrii jsou založeny některé grafické listy M.C.Eschera. Na obrázku 5 je hyperbolická
rovina zaplněna stejně velkými anděly a čerty.

Transformačńı grupa GD hyperbolickou metriku zachovává. Pro každou transformaci M̂ ∈ GD

plat́ı d(M̂(z), M̂(w)) = d(z, w). To znamená, že kruhové Möbiovské transformace převád́ı geodetiky
na geodetiky. Möbiovské transformace klasifikujeme podle počtu a umı́stěńı jejich pevných bod̊u.
Ř́ıkáme že z ∈ C je pevný bod transformace M , pokud M(z) = z. Tato rovnice je kvadratická
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Obrázek 4: Dlážděńı hyperbolické roviny rovnostrannými trojúhelńıky (nahoře) a pravidelnými
čtyřúhelńıky (dole)

a má v komplexńı rovině dvě nebo jedno řešeńı. Reálná möbiovská transformace je hyperbo-

lická, má-li dva pevné body v R. Odpov́ıdaj́ıćı kruhová transformace má pak dva pevné body v
T. Transformace je parabolická, má-li jediný pevný bod lež́ıćı v R, př́ıpadně v T. Transformace
je eliptická, nemá-li žádný pevný bod v R, př́ıpadně v T. V tomto př́ıpadě má jediný pevný bod
v U, př́ıpadně v D. Reálné hyperbolické transformaci F2(x) = 2x odpov́ıdá kruhová transformace

F̂2(z) = (3z + i)/(−iz + 3) na obrázku 6. Pravoúhlá śıt’ kružnic se středem 0 a jejich poloměr̊u
(obrázek 6 vlevo) se převád́ı na pravoúhlou śıt’ hyperbolických kružnic se stejným (hyperbolickým)
středem a geodetik, které z tohoto středu vycháźı. (obrázek 6 uprostřed). Hyperbolická kružnice
je také eukleidovskou kružnićı, jej́ı hyperbolický a eukleidovský střed je ale obecně r̊uzný. Trans-
formace F̂2 má pevné body i a −i, které odpov́ıdaj́ı pevným bod̊um ∞ a 0 transformace F2.
Geodetika kolmá na imaginárńı osu spojuj́ıćı body d(−x) a d(x) se převád́ı na geodetiku spojuj́ıćı
body d(−2x) a d(2x) (obrázek 6 vpravo).

Parabolické reálné transformaci F1(x) = x + 1 s pevným bodem ∞ odpov́ıdá parabolická

transformace F̂1(z) = (2z + iz + 1)/(z + 2 − i) na obrázku 7 s pevným bodem i. Eliptické reálné

transformaci F0(x) = −1/x s pevným bodem i odpov́ıdá eliptická transformace F̂0(z) = −z s
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Obrázek 5: M.C.Escher: Circle Limit IV
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Obrázek 6: Transformace F̂2(z) = (3z + i)/(−iz + 3) př́ıslušná k F2(x) = 2x

pevným bodem 0, která je otočeńım jednotkového kruhu (i komplexńı roviny) o π, tj. o 180◦.

4 Binárńı znaménková soustava

Klasické pozičńı č́ıselné soustavy jako je dekadická nebo binárńı soustava, jsou založeny na iteraćıch
lineárńıch transformaćı. Pro binárńı soustavu s abecedou B = {0, 1} a č́ıslicemi 0 a 1 jsou těmito
transformacemi F0(x) = x/2 a F1(x) = (x + 1)/2. Označme B+ = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}
množinu všech konečných binárńıch slov (řetězc̊u č́ıslic) abecedy B a BN množinu všech ne-
konečných binárńıch slov u = u0u1u2 . . ., kde ui ∈ B. Pro každé konečné slovo u = u0 . . . un−1 ∈ Bn

délky n máme složenou transformaci

Fu(x) = Fu0
◦ · · · ◦ Fun−1

(x) =
u0

2
+

u1

4
+ · · · +

un−1

2n
+

x

2n
.

Např́ıklad F01(x) = (x + 1)/4, zat́ımco F10(x) = (x/2 + 1)/2 = (x + 2)/4. Pro nekonečné binárńı
slovo u ∈ BN označme u[0,n) = u0 · · ·un−1 jeho počátečńı úsek délky n. Pak pro každé reálné x
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Obrázek 7: Transformace F̂1(z) = (2z + iz + 1)/(z + 2 − i) př́ıslušná k F1(x) = x + 1

dostáváme

lim
n→∞

Fu[0,n)
(x) =

∞∑

j=0

uj

2j+1
=

u0

2
+

u1

4
+

u2

8
+ · · ·

a to je hodnota č́ısla které v binárńı soustavě zapisujeme jako 0.u0u1u2 . . .. Pomoćı transformaćı
F0 a F1 ovšem lze źıskat pouze č́ısla jednotkového intervalu [0, 1]. Přidáme-li daľśı tranfsormace,
můžeme źıskat každé č́ıslo rozš́ı̌rené reálné př́ımky R. Uvažujme abecedu A = {1, 0, 1, 2}, kde
1 symbolizuje −1 a přidejme daľśı transformace F1(x) = (x − 1)/2, F2(x) = 2x. Geometrické
vlastnosti této binárńı znaménkové č́ıselné soustavy jsou vidět na odpov́ıdaj́ıćıch kruhových möbi-
ovských transformaćıch F̂a = dFad

−1. Kruhová möbiovská transformace M̂ ∈ GD je jednoznačně
určena svou hodnotou M̂(0) ∈ D v nule a svým rotačńım úhlem α(M̂), který určuje o kolik se okoĺı

nulového bodu při transformaci otáč́ı. Lze ho vypoč́ıtat z derivace M̂ ′(0) = |M̂ ′(0)|eiα(M̂).

Na obrázku 8 jsou binárńı slova u vyznačena u bod̊u F̂u(0) ve směru αu = α(F̂u). Přitom bod

F̂ua(0) je spojen s bodem Fu(0) křivkou FuF t
a(0) parametrizovanou reálným č́ıslem t ∈ [0, 1]. Zde

F t
a jsou Möbiovské transformace takové, že F 0

a je identita, F 1
a = Fa a F t+s

a = F t
a ◦ F s

a . Např́ıklad
pro F2(x) = 2x je F t

2(x) = 2tx. Ve středu kruhu je umı́stěno prázdné slovo, ze kterého vycházej́ı
čtyři křivky k bod̊um s č́ıslicemi 1, 0, 1, 2. Z každého tohoto bodu vycházej́ı křivky ke slov̊um délky
2, atd.

S rostoućı délkou slova u ∈ A+ se hodnoty F̂u(0) přibližuj́ı k bod̊um jednotkové kružnice, které
odpov́ıdaj́ı reálným č́ısl̊um. Pro každé reálné č́ıslo x ∈ R existuje nekonečné slovo u ∈ AN takové
že limn→∞ F̂u[0,n)

(0) = d(x). Ne každé nekonečné slovo však určuje nějaké reálné č́ıslo. Např́ıklad
nekonečné slovo u = (02)∞ = 02020 . . . limitu nemá, protože transformace F0 a F2 jsou navzájem
inverzńı a Fu[0,n)

je bud’ identita nebo F0. Proto je třeba pro kódováńı reálných č́ısel některé
kombinace č́ıslic zakázat. Tato zakázaná množina může být volena r̊uzným zp̊usobem. Pro binárńı
znaménkový systém s abecedou A voĺıme množinu zakázaných slov D = {20, 02, 12, 12, 11, 11}.
Označme ΣD ⊂ AN množinu všech nekonečných slov která neobsahuj́ı jako podslovo žádné slovo
množiny D. Tato množina se nazývá posun. Binárńı znaménková soustava tedy sestává ze
souboru möbiovských transformaćı (F̂a : D → D)a∈A indexovaných konečnou abecedou A, a z
konečné množiny zakázaných slov D ⊂ A+. Č́ıselná soustava určuje symbolické zobrazeńı Φ :
ΣD → R, které každému nekonečnému slovu u ∈ ΣD přǐrazuje reálné č́ıslo Φ(x), takové že plat́ı

lim
n→∞

F̂u[0,n)
(0) = d(Φ(x)).

Každé slovo posunu u ∈ ΣD má tvar bud’ u = 2∞, nebo u = 2nv, kde n ≥ 0 a v ∈ {1, 0, 1}N již
č́ıslici 2 neobsahuje. Zde n odpov́ıdá ”řádu” č́ısla, tj. umı́stěńı binárńı tečky. Hodnota č́ısla u = 2nv
je totiž

Φ(2kv) =

∞∑

j=0

2k−j−1vj = 2k−1v0 + 2k−2v1 + 2k−3v2 + · · ·

Hodnota slova 2∞ je ovšem Φ(2∞) = ∞. Binárńı znaménková č́ıselná soustava je redundantńı, to
znamená že dané reálné č́ıslo má mnoho r̊uzných symbolických vyjádřeńı. Redundance podstatně
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Obrázek 8: Binárńı znaménková soustava

zjednodušuje algoritmy pro sč́ıtáńı, násobeńı, a pro jiné aritmetické operace. Proto se redundantńı
č́ıselné soustavy použ́ıvaj́ı v poč́ıtačové aritmetice.

5 Řetězové zlomky

Řetězové zlomky vznikaj́ı při klasické úloze hledáńı společné mı́ry dvou úseček Eukleidovým al-
goritmem. Tomu odpov́ıdá hledáńı největš́ıho společného dělitele dvou přirozených č́ısel. Jsou-li
x0 > x1 délky úseček, jejichž společnou mı́ru hledáme, odč́ıtáme opakovaně kratš́ı od deľśı až
zbude úsečka x2 kratš́ı než x1 a tento postup opakujeme pro x1 a x2. Dostáváme tak posloup-
nost délek úseček x0, x1, . . . , xn a posloupnost kladných celých č́ısel a0, a1, . . . , an−1, které splňuj́ı
vztahy

x0 = a0x1 + x2, x1 = a1x2 + x3, . . . , xn−2 = an−2xn−1 + xn, xn−1 = an−1xn.

Odtud dostáváme vyjádřeńı poměru x0/x1 řetězovým zlomkem

x0

x1
= a0 +

x2

x1
= a0 +

1

x1/x2
= a0 +

1

a1 +
x3

x2

= · · ·

= a0 +
1

a1 + · · · +
1

an−1 +
1

xn

Pokud ovšem délky úseček x0 a x1 nejsou souměřitelné, tj. pokud jejich poměr je iracionálńı, Euk-
leid̊uv algoritmus se nezastav́ı a př́ıslušný řetězový zlomek je nekonečný. Vid́ıme, že při vyjadřováńı
poměru x0/x1 řetězovým zlomkem se použ́ıvaj́ı möbiovské transformace x− 1 a 1/x. Od x0/x1 se
a0-krát odečte jednička až źıskáme x2/x1, odtud transformaćı 1/x źıskáme x1/x2 a postup opa-
kujeme. Transformace 1/x ovšem nezachovává orientaci, takže mı́sto ńı voĺıme raději −1/x a pak

8



-
6

-
5

-
4

-
1
/
4

-3

-1/3

-2

-1/2

-1

0

1

2

1/2

3

1/3

4

1
/
4

56

3/2-3/
2

2/3

-2/3

8

1-

0 

1 

11--

10-
 

01 
-01  

10  

11  

111 ---

110-- 

1
0
1

-
 
 

011 --

010  - 

010
   

011    

1
0
1

 
 
-

110    

111   

11
11

--
--

1110
--- 

1
0
1
0

-
 
 
 

1
0
1
1

-
 
 
 

0111
 ---

0110  -- 

0
1
0
1

 
-
 
 

0
1
0
1

 
 
 
-

0110    

0111     

1
0
1
1

 
 
-
-

1
0
1
0

 
 
-
 

1110     

11
11  
  

Obrázek 9: Řetězové zlomky

ovšem potřebujeme také zobrazeńı x+1. Tak dostáváme č́ıselnou soustavu řetězových zlomk̊u

s abecedou A = {1, 0, 1} a transformacemi

F1(x) = x − 1, F0(x) = −1/x, F1(x) = x + 1.

Jako zakázaná slova voĺıme D = {00, 11, 11, 101, 101}. Transformace F0 je totiž inverzńı sama k

sobě a F1 je inverzńı k F1. Hodnoty př́ıslušných transformaćı F̂u(0) a jejich směry αu jsou na

obrázku 9. Protože transformace F̂0 je otočeńı o π, plat́ı F̂u0(0) = F̂u(0) a αu0 = αu + π. Slovo ua
má stejné umı́stěńı jako slovo u ale opačný směr. Každé konečné slovo u ∈ ΣD můžeme vyjádřit ve
tvaru u = 1a001a10 · · · 01an . Zde použ́ıváme konvenci 1−n = 1

n
, takže např́ıklad 1−2013 = 110111.

Protože 101 a 101 jsou zakázaná slova, je aiai+1 ≤ 0. Pro i > 0 je ai 6= 0, zat́ımco a0 může být
nulové. Obecný tvar transformace konečného slova u je

Fu(x) = F a0
1 F0F

a1
1 · · ·F0F

an

1 (x) = a0 −
1

a1 − · · · −
1

an−1 −
1

xn

Hodnota nekonečného slova u = 1a001a10 · · · je pak nekonečný řetězový zlomek s koeficienty ai.
Např́ıklad Φ(101

∞
) = Φ(0101∞) = 1 a Φ(1∞) = Φ(1

∞
) = ∞. Soustava řetězových zlomk̊u ovšem

neńı redundantńı. Každé racionálńı č́ıslo má právě dvě vyjádřeńı, zat́ımco každé iracionálńı č́ıslo
má vyjádřeńı jediné. Proto pro tuto soustavu nelze sestrojit efektivńı aritmetické algoritmy.

6 Binárńı řetězové zlomky

Konvergence v soustavě řetězových zlomk̊u je pomalá, proto je vhodné j́ı kombinovat s binárńı
soustavou. To lze učinit v́ıce zp̊usoby. Na obrázku 10 je soustava binárńıch řetězových zlomk̊u
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Obrázek 10: Binárńı řetězové zlomky

s abecedou A = {1, 0, 1, 2}, transformacemi

F1(x) = x − 1, F0(x) = −1/x, F1(x) = x + 1, F2(x) = 2x,

a zakázanými slovy D = {00, 11, 11, 101, 101, 12, 12, 20, 210, 210}. Soustava binárńıch řetězových
zlomk̊u spojuje výhody binárńı znaménkové soustavy a soustavy řetězových zlomk̊u. Každé ra-
cionálńı č́ıslo má vyjádřeńı tvaru u2∞ a soustava je redundantńı, takže pro ńı existuj́ı efektivńı
aritmetické algoritmy.

Reference

[1] P.Kůrka: A symbolic representation of the real Möbius group. Nonlinearity 21:613-623, 2008.
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