Hyperbolicka geometrie ¢iselnych soustav

Petr Kurka

V roce 1872 proslovil Felix Klein habilitaéni pfednasku, kterd vesla do déjin matematiky jako
Erlangensky program. Ve své prednésce pojal Felix Klein geometrii jako studium invariantu trans-
formaé¢nich grup. Tim poskytl jednotny rdmec pro mnoho rozmanitych geometrii: od geometrie
eukleidovské pies neeukleidovské geometrie Lobacevského, Bolyaie a Gausse po geometrii projek-
tivni. Struktura transformaénich grup tzce souvisi se strukturou systému komplexnich ¢isel. To
je nejzietelnéji vidét na kruhovém modelu neeukleidovské hyperbolické geometrie, ktery objevil
Henri Poincaré. Na Poincarého modelu jsou zalozeny nékteré grafiky M.C.Eschera. Lze v ném
také znazornit strukturu c¢iselnych soustav jako je bindrni znaménkova soustava nebo soustava
fetézovych zlomku.

1 Transformacni grupy

Komplexni rovina C je mnozina vSech komplexnich ¢isel tvaru z = 2y + iz1, kde zg a z; jsou
realnd ¢fsla a i je imagindrn{ jednotka spliujici identitu i2 = —1. Komplexni é&fslo z € C uréuje
bod roviny s kartézskymi soufadnicemi (2o, z1). Eukleidovskd geometrie komplexni roviny je uréena
eukleidovskou metrikou, ve které vzdalenost dvou bodl z,w € C je absolutni hodnota jejich
rozdilu |z — w| = /(20 — wp)? + (21 — w1)2. Specidlné vzdalenost &isla z od nuly je jeho absolutni
hodnota |z| = y/2% + 2%. Shodn4 transformace je vzajemné jednozna¢né zobrazeni M : C — C
komplexni roviny na sebe, které zachovavé eukleidovskou metriku, tj. spliuje identitu |M(z) —
M(w)| = |z — w|. Obecny tvar shodné transformace je M) (2) = az + b, kde a,b € C jsou

komplexni &isla a |a| = 1. Cislo jehoz absolutni hodnota je jedna lze psat ve tvaru a = '@ =
cos a + i sin a, takze

Map)(2) = (20 cos o — zy sina + bg) + i(20 sin o + 21 cos a + by)

je otoceni o thel « slozené s posunutim o vektor (bg,b1). Slozeni dvou shodnych transformaci
Mapy © Mg py(2) = aa’z + ab’ + b je také shodnd transformace. Inverzni transformace k M, p)
je shodnd transformace M, }b)(z) = (z — b)/a. Mnozina vzdjemné jednoznacnych transformaci
néjakého prostoru X se nazyvéd transformacni grupa prostoru X, je-li uzaviend na operaci
skladani a inverze. Shodné transformace tedy tvoif transformacni grupu Go = { M), kde a,b €
C, |a| = 1} komplexni roviny C. Eukleidovskd metrika |z — w| je invariant této grupy.

Vétsi transformacni grupa je grupa podobnosti G; = {M(, ), kde a,b € C, a # 0}. Je-
i M4 podobnost, plati [Mq ) (2) — Map)(w)| = la| - |z — w|, tj. vzdalenosti se zvétsuji nebo
zmensuji v pomeéru |a| : 1. Podobnosti tedy vzdalenosti bodu nezachovavaji, ale zachovavaji pomeéry
vzdélenosti | — y|/|z — w|. To je absolutni hodnota veli¢iny P(z,y,z,w) = (x — y)/(z — w),
kterou podobnosti zachovavaji také. Je-li M € G; podobost, je P(M(z), M(y), M(z), M(w)) =
P(z,y,z,w), takze P(x,y, z,w) je invariant grupy podobnosti G;. Obé grupy Go i G; maji mnoho
dalsich invariantii. Naptiklad rovinny ttvar podobny &tverci je opét ¢tverec, takze vlastnost ”byti
C¢tvercem” je invariantem grupy podobnosti. Zdkladnimi invarianty obou geometrii jsou ovSem
vlastnosti ”byti bodem”, ”byti pifimkou” a vztah nalezeni. Jestlize bod z € C lezi na piimce p, pak
bod M (z) lezi na pifmce M (p). Na obrézku 1 je zndzornéna podobnost, kterd je slozenim zmenseni
v poméru 2 : 3, otoceni o 7/6, tj. 0 30° a posunu o 1/3 ve sméru osy x. Pravouhld sif vlevo se
zobrazuje na pravotihlou sit vpravo.
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Obrazek 1: Podobnost M(z) = (? + £)z + §: slozen{ zmensen{ v poméru 2 : 3 otoenf o 7/6 a
posunu o 1/3 ve sméru osy x

2 Konformni geometrie

Zobecnénim linarnich transformaci jsou mébiovské transformace tvaru

az+b
Mapea)(2) = et d kde ad — be # 0.

Podminka ad — bc # 0 je nutnd, nemé-li se jednat o konstatni zobrazeni. Mobiovska transformace
Mq,p,c,4) oviem neni transformaci celé komplexni roviny, protoze neni definovana v bodé —d/c, kde
je jmenovatel nulovy. Také v zédném bodé nenabyva hodnoty a/c, takze je vzdjemné jednoznaénym
zobrazenim mnoziny C \ {—d/c} na mnozinu C \ {a/c}. Tento neuspokojivy stav se fesi tim, ze
se ke komplexni roviné pfidava nevlastni bod co v nekonecénu, takze vznika rozsitend komplexni
rovina C = C U {oo}. Na tomto rozsfifeném oboru definujeme mébiovskou transformaci predpisem
Map,c,q)(—d/c) = 00, M(qp,c.q)(00) = a/c. Mbiovské transformace tvofi grupu

G = {Map,c,d), kde a,b,c,d € C, ad — bc # 0},

kterd je transformacni grupou rozsifené komplexni roviny C.
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Obrézek 2: Zobrazeni d(z) = (iz + 1)/(z + 4) horni poloroviny na jednotkovy kruh

Mobiovské transformace vytvareji tzv. konformni geometrii, protoze zachovavaji uhly kfivek.
Protinaji-li se dvé kiivky pod néjakym tuhlem «, protinaji se jejich obrazy pod stejnym thlem «.



Konformni zobrazeni jsou ”lokalni podobnosti”: v malych oblastech se nelisi ptilis§ od podobnosti,
takze vérné zobrazuji pomeéry vzdalenosti. Nezachovéavaji sice ani vzdalenosti bodu ani pomeéry
vzdalenosti bodu, zachovavaji vSak pomér poméru, takzvany dvojpomeér

r—z y—: (z—2)y—w)

D(%yysz):x_w : y—u) - (l'_w)(y_z)

Pro Mébiovské transformace M € G plati D(M (z), M (y), M (z), M(w)) = D(z,y, z,w). Proto se
konformni transformace pouzivaji v kartografii, kde se jedna o zobrazeni ¢asti zemského povrchu
nebo ¢asti nebeské sféry na rovinu mapy. Naptiklad mapa nebeské sféry na prazském staromeéstském
orloji je vytvofena konformni stereografickou projekci. Na rozdil od podobnosti mébiovské trans-
formace nezachovavaji primky, takze vlastnost ”byti pfimkou” neni invariant konformni geometrie.
Obrazem pifmky je totiz bud piimka nebo kruZnice, pfitom obrazem kruznice je také bud’ piimka
nebo kruznice. Invariantem konformni geometrie je tedy vlastnost "byti zobecnénou kruznici”,
coz je bud'to kruznice nebo pifmka s nevlastnim bodem.

Na obrazku 2 vidime mébiovskou transformaci d(z) = (iz 4+ 1)/(z + ¢). Kazdou svislou piimku
tato transformace prevadi na kruznici, kterd se dotykd imaginarni osy v bodé 4. Imaginarni osu
transformace d zachovava protoze d(iy) = (—y+1)/(iy+i) = i(y—1)/(y+1). Kazdou vodorovnou
piimku transformace d prevadi na kruznici, ktera kolmo protind imaginarni osu ve dvou bodech,
z nichz jeden je i. Specialné realnou osu pievadi na jednotkovou kruznici

T={z€C: |z| =1} ={cost+isint: t € R}.

Je-li totiz x redlné, je |d(z)| = |(2z + iz? —i)/(z? + 1)| = 1. Protoze d(c0) = i, je transformace
d : R — T vzijemné jednoznaénym zobrazenim realné pifmky R = R U {co} na jednotkovou
kruznici T. Transformace d je ale také vzajemné jednoznaénym zobrazenim horni poloroviny
U={z€eC: 2 > 0}, kterd je tvofena komplexnimi ¢isly s kladnou imagindrni ¢dsti, na otevieny
jednotkovy kruh D = {z € C : |z|] < 1}. Bod ¢ horni poloroviny ptevadi na stied d(i) = 0
jednotkového kruhu.

Grupa Mobiovskych transformaci je nejvétsi transformacni grupa rozsitené komplexni roviny a
konformni geometrie je tedy jeji nejobecnéjsi geometrii. Tato grupa ma vSsak mnoho podgrup, které
vytvareji dalsi geometrie. Napiiklad podobnosti jsou prdvé ty mobiovské transformace M4 p,c.a)
které zachovéavaji nevlastni bod oo, tj. pro které plati Mg c.q4)(00) = oo a tedy ¢ = 0. Dalsi
vyznamna podgrupa sestavé z téch transformaci, které maji redlné koeficienty. Jsou-li a, b, ¢, d, i =
redlné, je také Mg, p .4y (z) redlné, takze redlné Mobiovské transformace zachovavaji rozsiienou
redlnou pifmku R = RU {oc}, Jestlize je navic determinant ad — be > 0 kladny, zachovavaji trans-
formace Mg 3, .,q) Orientaci a také zachovévaji horni polorovinu U: Je-li z € U, je i Mg c,a)(2) € U.
Grupa

Gu ={M(ap,ca) : a,b,c,d € R, ad —bc > 0}

redlnych Mobiovych transformaci zachovavajicich orientaci je tedy transformaéni grupou U i trans-
formaéni grupou R.
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Obrazek 3: Poincarého model hyperbolické geometrie
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3 Hyperbolicka geometrie

Redlné Mobiovské transformace zachovévaji jistou vzdalenost (metriku) na U, nejednd se ale o
metriku eukleidovskou. Je to metrika neeukleidovské Lobacevského hyperbolické geometrie. Tuto
geometrii 1ze 1épe zahlédnout na jejim alternativnim modelu, kterym je otevieny jednotkovy kruh
D. Protoze transformace d : U — D je vzdjemné jednoznaénym zobrazenim horni poloroviny na
vnitfek jednotkového kruhu, kazda redlnd Mobiovské transformace M, p...q) € Gu urcuje kruho-
vou mobiovskou transformaci

— _ az+ 3
Myg(z)=do M. od l(z) == ,
,,6( ) (a,b,c,d) (2) 3z +a

kterd zachovdva jednotkovy kruh. Zde o = (a +d) + (b—c)i, 8 = (b+¢) + (a —d)i a@ = ag —iax,
08 = o —i0, jsou &isla komplexné sdruzend k « a 8. Z nerovnosti ad — be > 0 plyne |a| > |3].
Kruhové Mobiovské transformace tvoii grupu

g]D) = {]/\4\04,5 : aaﬁ € (Cv |O[‘ > ‘/8|}7

kterd je transformacni grupou jednotkového kruhu i transformacni grupou jednotkové kruznice.
Hyperbolicka geometrie jednotkového kruhu D je vytvoiena diferencialni formou

s — ldz|  /dx? + dy?

1— |22 1—a2—y2’

kterd urcuje délku ds infinitesimalniho vektoru dz = dx + i¢dy umisténého v bodé z = x + iy.
Diferencidlni forma je zékladni pojem diferencialni geometrie B.Riemanna. V blizkosti nu-
lového bodu z = 0 se diferencialni forma hyperbolické geometrie p#ili§ nelisi od diferencidlni formy
eukleidovské geometrie ds = +/dx? + dy?. Naopak v blizkosti jednotkové kruZnice je jmenova-
tel 1 — 22 — 9% maly, takze malym eukleidovskym vzdédlenstem odpovidaji velké hyperbolické
vzdalenosti. Na jednotkové kruznici jiz diferencialni forma neni definovana, protoze jeji jmenovatel
je tam nulovy. Délku libovolné hladké kfivky uvnitf jednotkového kruhu lze vypocitat integraci
diferencidlni formy podél této kiivky. Mezi vSemi kiivkami, které spojuji dané dva ruzné body
z,w € D existuje jedina kiivka nejkratsi délky, ktera se nazyvéa geodetikou. Touto geodetikou je
oblouk té kruznice, ktera je kolmd na jednotkovou kruznici. Ve specialnim piipadé kdy body lezi
na pruméru jednotkové kruznice je geodetikou eukleidovskd tisecka. Délka geodetiky spojujici body
z,w €D je

1. 1—z2w+|z—w|

dzw) = 5 I T
Specidlng d(0,re) = 1In(1+r)/(1 — r), takze vzdalenost od stiedu jednotkového kruhu k jeho
obvodu je nekone¢nd. Proto nazyvame jednotkovy kruh s hyperbolickou metrikou hyperbolickou
rovinou. Hyperbolickd geometrie bodu a geodetik spliiuje viechny axiomy eukleidovské geometrie
kromé péatého axiomu o rovnobézkach. Dané dva body z,w € D urcuji jedinou geodetiku p, ktera
jimi prochézi (obrazek 3 vlevo), ale danym bodem z lze vést k dané geodetice p nekoneéné mnoho
rovnobézek, tj. geodetik které ji neprotinaji (obrdzek 3 vpravo).

Hyperbolickou geometrii 1ze zahlédnout na teselacich, tj. dlazdénich pravidelnymi mnohothelniky.
Soucet thlu trojihelnika (tvoreného geodetikami) je vzdy mensi nez 7 tj. 180°, a je tim mensi,
¢im je trojuhelnik vétsi. Pro kazdé n > 6 tedy existuje dlazdéni stejné velkymi rovnostrannymi
trojuhelniky, jejichz dhly jsou 2m/n, takze v kazdém vrcholu dldzdeéni se stykd n trojuhelnika
(obrazek 4 nahote). Podobné pro kazdé n > 4 existuje dldzdén{ stejné velkymi ¢tverci, tj. pravi-
delnymi ¢tyfuhelniky s thly 27/n, kde se v kazdém vrcholu styka n ¢tyithelnika (obrdzek 4 dole).
Na této geometrii jsou zalozeny nékteré grafické listy M.C.Eschera. Na obrazku 5 je hyperbolicka
rovina zaplnéna stejné velkymi andély a certy. -

Transformacni grupa Gp hyperbolickou metriku zachovdva. Pro kazdou transformaci M € Gp
plati d(M(z), M (w)) = d(z,w). To znamend, ze kruhové Mobiovské transformace prevadi geodetiky
na geodetiky. Mobiovské transformace klasifikujeme podle poctu a umisténi jejich pevnych bodu.
Rikdme Ze z € C je pevny bod transformace M, pokud M(z) = z. Tato rovnice je kvadratickd
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Obrézek 4: Dl&dzdéni hyperbolické roviny rovnostrannymi trojihelniky (nahofe) a pravidelnymi
¢tyfihelniky (dole)

a méa v komplexni roviné dvé nebo jedno fesSeni. Redlnd mobiovska transformace je hyperbo-
lickd, ma-li dva pevné body v R. Odpovidajici kruhova transformace ma pak dva pevné body v
T. Transformace je parabolickd, mé-li jediny pevny bod lezici v R, piipadné v T. Transformace
je eliptickd, nema-li zddny pevny bod v R, pifpadné v T. V tomto pifpadé m4 jediny pevny bod
v U, piipadné v D. Redlné hyperbolické transformaci Fs(z) = 22 odpovidé kruhové transformace
Fy(z) = (32 +)/(—iz 4 3) na obrézku 6. Pravouhla sit kruznic se stfedem 0 a jejich poloméri
(obrazek 6 vlevo) se prevadi na pravouhlou sit hyperbolickych kruznic se stejnym (hyperbolickym)
stfedem a geodetik, které z tohoto stfedu vychézi. (obrdzek 6 uprostied). Hyperbolickd kruznice
je také eukleidovskou kruznici, jeji hyperbolicky a eukleidovsky stied je ale obecné rizny. Trans-
formace Fy ma pevné body i a —i, které odpovidaji pevnym bodim oo a 0 transformace F.
Geodetika kolm4 na imagindrn{ osu spojujici body d(—z) a d(z) se prevadi na geodetiku spojujici
body d(—2z) a d(2z) (obrdzek 6 vpravo).

Parabolické redlné transformaci Fy(z) = z + 1 s pevnym bodem oo odpovidd parabolickd
transformace F(z) = (2z + iz + 1)/(z + 2 — i) na obrazku 7 s pevnym bodem i. Eliptické redlné
transformaci Fy(z) = —1/x s pevnym bodem i odpovidd eliptickd transformace Fy(z) = —z s



Obrézek 6: Transformace Fy(z) = (32 + i)/(—iz + 3) pifslusnd k Fy(z) = 2

pevnym bodem 0, kterd je otoenim jednotkového kruhu (i komplexn{ roviny) o 7, tj. o 180°.

4 Binarni znaménkova soustava

Klasické pozicéni ¢iselné soustavy jako je dekadicka nebo binarni soustava, jsou zalozeny na iteracich
linedrnich transformaci. Pro bindrn{ soustavu s abecedou B = {0,1} a &islicemi 0 a 1 jsou témito
transformacemi Fy(z) = z/2 a Fy(z) = (z+1)/2. Ozna¢me B* = {0, 1, 00,01, 10, 11, 000, 001, . . .}
mnozinu véech koneénych bindrnich slov (fetézct ¢islic) abecedy B a BY mnozinu véech ne-
konec¢nych bindrnich slov u = uguius ..., kde u; € B. Pro kazdé koneéné slovo u = ug ... u,_1 € B™
délky n méme slozenou transformaci

uy Uy Up—1

X
Fu(x):Fuoo"'oFun71(x):7+Z+"'+ o _;'_27_

Napiiklad Fp;(z) = (x + 1)/4, zatimco Fio(x) = (z/2+ 1)/2 = (x 4+ 2)/4. Pro nekonetné bindrni
slovo u € BY ozna¢me U[o,n) = Up -+ Up—1 jeho pocdtecni tusek délky n. Pak pro kazdé redlné x



Obrézek 7: Transformace Fy(z) = (22 +iz +1)/(z +2 — i) pHslusnd k Fy(z) =z + 1

dostavame
o0
. U4 () U1 u2
lim F, x:E = — =+ =+
n—oo u[o’")( ) 29+1 2 + 4 + 8 +
i=0
a to je hodnota ¢isla které v binarni soustavé zapisujeme jako 0.ugujus . ... Pomoci transformaci

Fy a Fy ovSem lze ziskat pouze éisla jednotkového intervalu [0, 1]. Pfiddme-li dalsi tranfsormace,
muzeme ziskat kazdé &fslo rozsfiené redlné pifmky R. Uvazujme abecedu A = {1,0, 1,2}, kde
1 symbolizuje —1 a piidejme dalsi transformace Fy(z) = (z — 1)/2, Fao(z) = 2z. Geometrické
vlastnosti této bindrni znaménkové ¢iselné soustavy jsou vidét na odpovidajicich kruhovych mébi-
ovskych transformacich F, = dF,d"'. Kruhova mdbiovské transformace M € Gp je jednoznacné
uréena svou hodnotou M (0) € D v nule a svym rota¢nim dhlem a(M), ktery urcuje o kolik se okoli
nulového bodu pii transformaci ota¢i. Lze ho vypoéitat z derivace ]\/Z’(O) = |M\’(O)|ei0‘(M).

Na obrazku 8 jsou bindrni slova u vyznacena u bodu ﬁu(O) Ve Smeru o, = a(ﬁu). Pfitom bod
F,q(0) je spojen s bodem F, (0) kiivkou F, F(0) parametrizovanou realnym &fslem ¢ € [0, 1]. Zde
F! jsou M&biovské transformace takové, ze FV je identita, F} = F, a F!** = F! o F*. Napifklad
pro Fy(z) = 2z je Fi(z) = 2'z. Ve stfedu kruhu je umisténo prazdné slovo, ze kterého vychdzeji
¢tyti kiivky k bodtm s éfslicemi 1,0, 1, 2. Z kazdého tohoto bodu vychézeji kiivky ke sloviim délky
2, atd. R

S rostouci délkou slova u € A1 se hodnoty F,(0) pfiblizuji k bodim jednotkové kruznice, které
odpovidaji redlnym ¢islim. Pro kazdé redlné ¢islo x € R existuje nekoneéné slovo u € AN takové
ze limy,—.c0 Fluy ., (0) = d(z). Ne kazdé nekonecné slovo vsak uréuje néjaké redlné cislo. Napiiklad
nekoneéné slovo u = (02)>° = 02020. .. limitu nem4d, protoze transformace Fy a Fy jsou navzijem
inverzni a Fy, . je bud identita nebo Fy. Proto je tieba pro kédovéani redlnych é&isel nékteré
kombinace ¢islic zakdzat. Tato zakdzand mnozina muze byt volena riznym zpusobem. Pro binarni
znaménkovy systém s abecedou A volime mnozinu zakdzanych slov D = {20,02,12,12,11,11}.
Ozna¢me Yp C AN mnozinu viech nekoneénych slov kterd neobsahuji jako podslovo zadné slovo
mnoziny D. Tato mnozina se nazyvd posun. Bindrni znaménkova soustava tedy sestdva ze
souboru mébiovskych transformaci (F, : D — D),c4 indexovanych koneénou abecedou A, a z
koneéné mnoziny zakazanych slov D ¢ AT. Ciselnd soustava urc¢uje symbolické zobrazeni & :
Yp — R, které kazdému nekoneénému slovu u € Xp prifazuje redlné &fslo ®(x), takové ze plati

nlin;o Fug.,,(0) = d(®(x)).
Kazdé slovo posunu v € ¥p mé tvar bud u = 2°°, nebo u = 2"v, kde n > 0 a v € {1,0, 1} jiz
cislici 2 neobsahuje. Zde n odpovidd "fadu” ¢&isla, tj. umisténi binarni tecky. Hodnota ¢isla u = 2™v
je totiz
o0
O(250) =Y 2Ty = 28y + 2520y + 25 Py
§=0

Hodnota slova 2% je ovem ®(2°°) = oco. Bindrni znaménkova ¢iselnd soustava je redundantni, to
znamend ze dané realné ¢islo ma mnoho ruznych symbolickych vyjadieni. Redundance podstatné



Obrézek 8: Binarni znaménkova soustava

zjednodusuje algoritmy pro s¢itani, nasobeni, a pro jiné aritmetické operace. Proto se redundantni
Ciselné soustavy pouzivaji v pocitacové aritmetice.

5 Retézové zlomky

Retézové zlomky vznikaji pri klasické tloze hledéni spoleéné miry dvou tseéek Eukleidovym al-
goritmem. Tomu odpovida hledéani nejvétsitho spoletného délitele dvou pfirozenych ¢&isel. Jsou-li
xo > x1 délky usecek, jejichz spole¢nou miru hleddame, odé¢itdme opakované kratsi od delsi az
zbude tusecka xo kratsi nez x; a tento postup opakujeme pro x1 a xo. Dostavame tak posloup-
nost délek usecek xg,x1,..., 2, a posloupnost kladnych celych ¢éisel ag, aq, ..., an—_1, které splinuji
vztahy

To = apT1 + T2, T1 = 01T2 +T3,...,Tp—2 = Apn—2Tp—1 + Tpn, Tpn—1 = An—1Tn.
Odtud dostdvame vyjadieni poméru zo/x; fetézovym zlomkem

Lo

X
= ao+i:ao+ :ao“rixg:"'
T x1 x1 /%2 a; + 22
€2
1
= ao+ I
a1+...+ 1
an—l“v‘i

n
Pokud ovsem délky tsecek xy a x1 nejsou souméritelné, tj. pokud jejich pomér je iracionélni, Euk-
leiduv algoritmus se nezastavi a piislusny fetézovy zlomek je nekoneény. Vidime, ze pti vyjadiovani
poméru zg/x; fetézovym zlomkem se pouzivajl mobiovské transformace x — 1 a 1/x. Od zg/x1 se
ag-krét odecte jednicka az ziskdme xo/x1, odtud transformaci 1/x ziskdme z1/x2 a postup opa-
kujeme. Transformace 1/x ovSem nezachovévd orientaci, takZze misto ni volime radéji —1/x a pak
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Obrézek 9: Retézové zlomky

ovSem potiebujeme také zobrazeni x + 1. Tak dostdvame ¢iselnou soustavu fetézovych zlomku
s abecedou A = {1,0, 1} a transformacemi

F(z) =2 -1, Fo(x) = —1/z, Fi(z) =2+ 1.

Jako zakdzan4 slova volime D = {00,11,11,101,101}. Transformace Fy je totiz inverzni sama k
sobé a Fy je inverzni k Fy. Hodnoty piislusnych transformaci ﬁu(()) a jejich sméry a, jsou na
obrazku 9. Protoze transformace 130 je otoceni o m, plati ﬁuo(O) = ﬁu(O) a auo = ay + . Slovo ua
ma stejné umisténi jako slovo u ale opa¢ny smér. Kazdé koneéné slovo u € ¥.p muzeme vyjadrit ve
tvaru u = 19001910 - - - 019", Zde pouzivame konvenci 1-™ = 1", takze napiiklad 172013 = 110111.
Protoze 101 a 101 jsou zakdzan4 slova, je a;a;41 < 0. Pro i > 0 je a; # 0, zatimco ag mize byt
nulové. Obecny tvar transformace koneéného slova u je

Fy(z) = FOOFFO - FyFon (z) = ag —

1
al_.-._ 1

ap—1 — —
Tn
Hodnota nekoneéného slova u = 19001910 -- - je pak nekoneény fetézovy zlomek s koeficienty a;.
Napitklad ®(1017) = ®(0101°) =1 a ®(1°) = ®(I"") = oco. Soustava fetézovych zlomki ovsem
neni redundantni. Kazdé racionalni ¢islo ma pravé dvé vyjadreni, zatimco kazdé iraciondlni ¢islo
ma vyjadieni jediné. Proto pro tuto soustavu nelze sestrojit efektivni aritmetické algoritmy.

6 Binarni retézové zlomky

Konvergence v soustavé fetézovych zlomku je pomald, proto je vhodné ji kombinovat s bindrni
soustavou. To lze uéinit vice zpusoby. Na obrazku 10 je soustava bindrnich fetézovych zlomkua



Obrazek 10: Bindrni fetézové zlomky

s abecedou A = {1,0, 1,2}, transformacemi

Fr(z) =2 -1, Fo(x) = —1/z, Fi(z) =z + 1, Fa(x) = 2z,
a zakdzanymi slovy D = {00,11,11,101,101,12,12,20,210,210}. Soustava bindrnich fetézovych
zlomku spojuje vyhody bindrni znaménkové soustavy a soustavy fetézovych zlomku. Kazdé ra-
cionalni ¢islo ma vyjadieni tvaru u2°° a soustava je redundantni, takze pro ni existuji efektivni
aritmetické algoritmy.
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